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remerciements.

Au Professeur Jean-Marc Gérard de l’Université catholique de Louvain. Il aura été un
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Au Président du Département de Physique de l’Université catholique de Louvain et aux

membres du Jury. Nous leur exprimons toute notre reconnaissance pour la lecture attentive et

critique de ce manuscrit.
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Introduction

Gravitation, électromagnétisme, interactions faible et forte. Dans notre conception mo-
derne de la physique, l’univers est régi par quatre interactions fondamentales. Les théories
développées aujourd’hui pour leur description sont des théories relativistes, au sens de la Re-
lativité Restreinte (c) ; elles sont nées d’un même principe unificateur fondamental, basé sur
la notion de symétrie de jauge, et la propagation des interactions y est décrite en termes de
champs de jauge. Le Modèle Standard de la physique des particules est une théorie des champs
quantique (~) pour les interactions électrofaible et forte. La Relativité Générale d’Einstein est
une théorie des champs classique définissant l’interaction gravitationnelle comme un phéno-
mène géométrique, à travers l’identification de la métrique de l’espace-temps au champ de
gravitation (G). Le champ de jauge pour la propagation de la gravitation est donc identifié à
des perturbations dynamiques de la géométrie de l’espace-temps, alors que les photon, bosons
faibles, et gluons propagent les interactions électromagnétique, faible et forte respectivement,
sur la structure élémentaire de l’espace de Minkowski. Ces théories sont confirmées par de
multiples tests expérimentaux ; elles expliquent essentiellement l’ensemble des phénomènes
physiques fondamentaux étudiés à ce jour. Pourtant, nous savons devoir aller au-delà. Avant
tout, dans la perspective naturelle de l’établissement d’une théorie unifiée des interactions
fondamentales, la Mécanique Quantique, sur laquelle se fonde le Modèle Standard, et la Rela-
tivité Générale sont incompatibles : la théorie quantique de la gravitation basée sur la théorie
d’Einstein n’est pas renormalisable en théorie de perturbation, de par la dimension canonique
négative de sa constante de couplage. Il s’agit d’un obstacle majeur dans notre compréhension
des interactions fondamentales.

Au-delà du Modèle Standard. Au niveau théorique, les valeurs d’un nombre important de
paramètres du modèle sont arbitraires : angles de mélange, masses et constantes de couplage.
Dans une approche plus naturelle, ces valeurs devraient être déterminées par la théorie. Par
ailleurs, dans l’hypothèse où la masse de Planck (associée au couplage gravitationnel G) est
la seule échelle de masse fondamentale, l’échelle électrofaible est instable par rapport aux
corrections radiatives induites dans le processus de renormalisation de la théorie (problème
hiérarchique). Seules des symétries additionnelles à celles qui définissent le Modèle Standard
(Supersymétrie, etc.) permettraient de stabiliser naturellement l’échelle électrofaible. Enfin,
au niveau expérimental même, des observations récentes suggèrent fortement la présence des
oscillations de neutrinos. Ces oscillations ne s’expliquent qu’en termes de l’existence de neu-
trinos massifs, non envisagés dans le cadre du Modèle Standard.

Au-delà de la Relativité Générale. La principale problématique théorique réside dans le fait
que les équations de la Relativité Générale régissant la structure de l’espace-temps admettent
des singularités au niveau de leurs solutions classiques (trous noirs, singularité au Big-Bang,
etc.). La physique en leur voisinage n’est pas définie et d’autres théories sont envisagées, qui
permettraient de les éviter. Au niveau expérimental, les tests de gravitation en champ faible



réalisés dans la Galaxie sont en accord parfait avec la théorie d’Einstein. Mais dans le domaine
de la cosmologie, les derniers résultats observationnels plaident en faveur d’une évolution accé-
lérée de notre univers. Cette constatation et d’autres résultats expérimentaux ne s’expliquent
(dans le cadre de la Relativité Générale) que par l’introduction d’une constante cosmologique
ad hoc, dont la valeur domine progressivement l’évolution de notre univers par rapport à la
matière qu’il contient. Par ailleurs, dans l’absolu, cette valeur effective observée est extrê-
mement faible par rapport aux contributions des énergies du vide provenant des interactions
électrofaible et forte. La densité d’énergie associée à la constante cosmologique pure doit par
conséquent être ajustée sur au moins 47 ordres de grandeur pour satisfaire aux exigences ex-
périmentales. Constatons qu’aucune théorie ne permet aujourd’hui de résoudre ce problème
de la constante cosmologique.

Dans ce contexte, nous nous intéressons particulièrement à la structure de l’interaction
gravitationnelle, au-delà du cadre même de la Relativité Générale. Des théories quantiques
relativistes proposant l’unification des interactions fondamentales (Supergravité et théories de
Cordes) existent. Elles sont construites sur des espaces-temps de dimension supérieure, et les
théories effectives associées en quatre dimensions définissent un secteur gravitationnel étendu,
incluant des champs auxiliaires de gravitation en plus du champ métrique. Elles sont cepen-
dant encore loin de supplanter nos théories actuelles, notamment parce que les mécanismes qui
président à la compactification des dimensions supplémentaires, et en conséquence les théories
effectives associées en quatre dimensions, ne sont pas déterminés de manière univoque. Mais
les concepts qu’elles introduisent, champs auxiliaires de gravitation et dimensions supplémen-
taires, définissent des directions importantes pour la construction de théories de la gravitation
au-delà de la Relativité Générale.

La théorie d’Einstein et ses alternatives majeures se fondent, dans quatre dimensions
d’espace-temps, sur l’hypothèse du Principe d’Equivalence (outre le Principe de Relativité Gé-
nérale). Ce principe postule l’universalité de la chute libre (locale) des corps dans un champ de
gravitation, identifiant masse inertielle et masse gravitationnelle. Dans le cadre de la Relativité
Générale, la métrique de l’espace-temps constitue l’unique champ de gravitation, et le Prin-
cipe d’Equivalence est vérifié sous sa forme la plus forte, admettant que des corps compacts
(étoiles à neutrons, trous noirs, etc.) subissent la même accélération gravitationnelle que des
corps-tests. D’autre part, toute extension relativiste de la théorie de la gravitation universelle
de Newton prédit aussi l’existence des ondes de gravitation, qui véhiculent l’interaction entre
les masses comme les ondes électromagnétiques transportent l’interaction entre des charges
électriques. A l’ordre dominant dans la théorie d’Einstein, la charge gravitationnelle est définie
par la masse même des corps, et les radiations sont de nature quadrupolaire.

La présence de champs auxiliaires de gravitation serait à l’origine, d’une part, de la viola-
tion du Principe d’Equivalence, au moins dans sa version forte, et d’autre part, de la définition
de charges gravitationnelles auxiliaires responsables de radiations dipolaires dominantes. Elle
toucherait donc aux concepts fondamentaux de la théorie, proposant dans le même temps des
signatures expérimentales observables en termes de mouvements anomaux des corps compacts
et d’ondes gravitationnelles dipolaires.

L’existence de dimensions supplémentaires modifierait fondamentalement la structure de
l’interaction gravitationnelle avec la matière. La Relativité Générale définit cette structure
en termes de la propagation d’un médiateur non massif unique, le graviton. La présence de
dimensions supplémentaires introduirait des gravitons massifs dans la théorie effective en



quatre dimensions. Des signatures expérimentales importantes peuvent y être associées en
termes d’une modification du potentiel d’interaction et de la phénoménologie des autres in-
teractions, à haute énergie.

Théories de la gravitation. Le premier chapitre débute avec l’étude des fondements de
la Relativité Générale. La théorie est établie. Nous considérons ensuite les théories scalaire-
tenseur de Brans-Dicke, extensions minimales standard de la théorie d’Einstein, introduisant
un couplage de la métrique de l’espace-temps à un champ scalaire auxiliaire. Nous étudions
les tests majeurs de gravitation en champ faible. Les expériences vérifient les prédictions de
la Relativité Générale avec une précision importante, mais ne permettent en rien d’exclure un
couplage scalaire faible. Enfin, les différentes versions du Principe d’Equivalence sont définies,
et les tests expérimentaux associés sont considérés en détail. En particulier, nous étudions
un effet d’accélération anomale des corps compacts (Effet Nordtvedt), dû à la violation du
Principe d’Equivalence Fort. A cet effet peut être associée une polarisation des orbites de
systèmes binaires, dont l’étude dans le cadre du système Terre - Lune impose notamment une
contrainte expérimentale importante sur le couplage scalaire de Brans-Dicke.

Ondes de gravitation. L’étude des ondes gravitationnelles constitue un domaine de test à
part entière pour les théories de la gravitation. Dans le second chapitre, nous étudions d’abord
la structure quadrupolaire des ondes gravitationnelles dans le cadre de la Relativité Générale.
La seule évidence expérimentale connue à ce jour pour leur existence même est établie dans
l’étude de la décroissance de la période orbitale de deux pulsars binaires, les PSRB1913 + 16
et PSRB1534+12. Nous considérons ensuite la dominance des radiations dipolaires associées
à la composante scalaire dans le cadre des théories de Brans-Dicke, suggérant que l’étude de
la décroissance orbitale de systèmes binaires puisse donner des contraintes importantes sur le
couplage scalaire. Enfin, nous établissons une relation générique entre la violation du Prin-
cipe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires dominantes, à travers l’existence même de
champs de gravitation auxiliaires.

Dimensions supérieures larges et Dimension supérieure unique. Dans les chapitres 3 et
4, nous étudions en détail des modèles en dimension supérieure, récemment introduits en ré-
ponse au problème hiérarchique de la physique des particules évoqué plus haut. La gravitation
se propage dans tout l’espace-temps alors que les champs de matière sont confinés sur une
membrane en quatre dimensions. Les modèles ADD définissent l’espace-temps comme simple
produit direct de l’espace-temps quadridimensionnel habituel avec un espace de dimensions
supplémentaires larges, dont le volume est fixé de manière à poser l’échelle électrofaible comme
seule et unique échelle de masse fondamentale de la physique, en lieu et place de l’échelle de
Planck. Nous établissons la théorie effective en quatre dimensions dans une approche ori-
ginale et simplifiée et considérons en détail les contraintes expérimentales. Les modèles RS
considèrent un espace-temps en cinq dimensions, défini par une géométrie non factorisable,
où les composantes quadridimensionnelles de la métrique dépendent de la coordonnée dans la
cinquième dimension. L’échelle de Planck y reprend une place fondamentale, et l’échelle élec-
trofaible est induite naturellement sur la membrane par un facteur géométrique exponentiel.
Nous proposons à nouveau une approche originale pour l’établissement de la théorie effective
en quatre dimensions (résultant d’un développement complexe dans cette géométrie non tri-
viale) et considérons la phénoménologie associée. Dans l’une et l’autre théorie, la structure
de l’interaction gravitationnelle effective est donnée en termes d’une tour d’excitations mas-



sives s’ajoutant à des modes de masse nulle tensoriel (le graviton) et scalaire. Les excitations
massives constituent une signature importante de la présence de dimensions supplémentaires ;
à haute énergie, elles modifient la phénoménologie des autres interactions fondamentales et
définissent un potentiel gravitationnel différent du potentiel de Newton. Des contraintes théo-
riques et expérimentales réduisent la structure de l’interaction à basse énergie, donnée par les
modes de masse nulle, à celle de la Relativité Générale.

Systèmes binaires et contraintes. Dans le dernier chapitre, nous généralisons la relation
établie entre la violation du Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires, à tra-
vers le concept générique de charge gravitationnelle. Une approche indépendante des résultats
principaux du second chapitre dans le cadre des théories scalaire-tenseur est proposée, centrée
sur l’existence d’une charge scalaire définie par l’énergie de liaison gravitationnelle interne des
corps compacts. Nous proposons ensuite un modèle original en dimension supérieure. Dans
ce cadre théorique, les champs de matière se propagent dans des dimensions supplémentaires
au même titre que la gravitation. A basse énergie, une théorie vecteur-tenseur pour l’inter-
action gravitationnelle est ainsi obtenue en quatre dimensions, où la charge vectorielle est
définie par la quantité de mouvement des corps dans les dimensions supplémentaires. Enfin,
et pour conclure, nous montrons que des contraintes nouvelles et importantes sur ces charges
auxiliaires (scalaire et vectorielle) peuvent être envisagées à travers l’étude de la décroissance
orbitale de systèmes binaires compacts.



Chapitre 1

Théories de la gravitation

La Relativité Générale est proposée par Einstein dès 1916. Elle généralise la théorie de la
gravitation universelle de Newton dans un cadre relativiste cohérent, au sens de la Relativité
Restreinte. La gravitation y est définie comme un phénomène purement géométrique, à travers
l’identification du champ de gravitation à la métrique de l’espace-temps. L’ensemble des tests
expérimentaux dans notre système solaire (et dans la Galaxie) en vérifient les prédictions
en champ faible, avec une précision actuelle supérieure au dixième de pourcent. Toutefois,
des considérations théoriques importantes nous mènent à penser que la théorie d’Einstein ne
décrit pas complètement l’interaction gravitationnelle. Dans cette perspective, nous imaginons
des théories alternatives. Les extensions minimales de la Relativité Générale définissent des
champs de gravitation auxiliaires, couplés au champ métrique, dont la présence remet en
question l’un des principes les plus fondamentaux de la gravitation depuis Newton : le Principe
d’Equivalence.

Dans les deux premières sections de ce chapitre, nous étudions la Relativité Générale :
ses fondements théoriques et le développement de l’approximation linéaire. Nous introduisons
ensuite les théories de Brans-Dicke (section 1.3), définissant une gravitation scalaire-tenseur.
La section 1.4 définit des effets relativistes importants en champ faible, en termes desquels nos
théories de la gravitation sont soumises à l’expérience : déflexion de la lumière, précession du
périhélie de Mercure, effet Shapiro. Les observations sont en accord parfait avec les prédictions
de la théorie d’Einstein, mais ne permettent en rien d’exclure un couplage scalaire faible. Nous
poursuivons avec une discussion du Principe d’Equivalence et de ses vérifications expérimen-
tales (section 1.5). La dernière section introduit un formalisme théorique différent, définissant
une approche complémentaire des phénomènes étudiés jusque-là dans le cadre géométrique
introduit par Einstein.

1.1 Fondements de la gravitation

1916. Albert Einstein publie la synthèse finale de sa théorie de la Relativité Générale
[Ein16]. Avant d’entrer dans des considérations théoriques et phénoménologiques précises, il
nous semble important de situer brièvement la Relativité Générale dans son contexte histo-
rique et d’en étudier les principes fondateurs [Bal93] : le Principe de Relativité et le Principe
d’Equivalence, vérifiés expérimentalement, et le Principe de Mach, d’une portée plus philoso-
phique.
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8 CHAPITRE 1. THÉORIES DE LA GRAVITATION

Principe de Relativité

Le Principe de Relativité remonte à Galilée [LL66a, Rad99], qui écrit en 1632 dans son
Dialogo [Gal32] :

“Enfermez-vous avec un ami dans la plus grande cabine sous le pont d’un navire
et prenez avec vous des mouches, des papillons et d’autres petites bêtes qui volent ;
munissez-vous aussi d’un grand récipient rempli d’eau avec de petits poissons ; ac-
crochez aussi un petit seau dont l’eau coule goutte à goutte dans un autre vase
à petite ouverture placé en dessous. Quand le navire est immobile, observez soi-
gneusement comme les petites bêtes qui volent vont à la même vitesse dans toutes
les directions de la cabine, on voit les poissons nager indifféremment de tous les
côtés, les gouttes qui tombent entrent toutes dans le vase placé dessous ; si vous
lancez quelque chose à votre ami, vous n’avez pas besoin de jeter plus fort dans
une direction que dans une autre lorsque les distances sont égales ; si vous sau-
tez à pieds joints, comme on dit, vous franchirez des espaces égaux dans toutes
les directions. Quand vous aurez soigneusement observé cela, bien qu’il ne fasse
aucun doute que les choses doivent se passer ainsi quand le navire est immobile,
faites aller le navire à la vitesse que vous voulez pourvu que le mouvement soit
uniforme, sans balancement dans un sens ou l’autre, vous ne remarquerez pas le
moindre changement dans tous les effets qu’on vient d’indiquer ; aucun ne vous
permettra de vous rendre compte si le navire est en marche ou immobile.”

Sous une forme déjà plus condensée, nous pouvons exprimer ce principe expérimental de la
façon suivante :

“Si les lois de la physique sont exprimées sous leur forme la plus simple
dans un référentiel de coordonnées R, alors ces mêmes lois sont éga-
lement valables dans tout référentiel de coordonnées R′ animé d’un
mouvement de translation uniforme par rapport à R.”

Pour que les lois de la nature prennent leur forme la plus simple, il faut les exprimer dans
un référentiel rigide et inertiel (dont l’existence est postulée a priori). Rigide, signifie que
l’espace y est homogène et isotrope, inertiel, que la loi d’inertie est vérifiée. Celle-ci définit la
notion de référentiel inertiel en postulant que tout corps libre de toute interaction se meut en
mouvement rectiligne uniforme (ou reste au repos). De là, tous les référentiels en mouvement
de translation uniforme par rapport à un référentiel inertiel sont eux-mêmes inertiels. Nous
pouvons ainsi énoncer le Principe galiléen de Relativité sous sa forme la plus concise :

“Les lois de la mécanique sont les mêmes dans tous les référentiels iner-
tiels.”

Dans ce cadre conceptuel, en 1687, Newton énonce, dans les Principia [New87], les trois
lois du mouvement des corps en référentiel inertiel : la loi d’inertie nous dit que dans un
référentiel inertiel tout corps libre se meut dans un mouvement rectiligne uniforme. La loi de
la dynamique définit l’accélération ~a d’un corps, comme induite (en norme et en direction)
par la présence d’une force ~F exercée sur celui-ci, suivant la relation

~F = m~a . (1.1)

La masse inerte (inertielle) m du corps, est cette propriété qui définit la résistance du corps à
toute force exercée sur lui. Et finalement, la loi de l’action et de la réaction postule que,



1.1. FONDEMENTS DE LA GRAVITATION 9

si un corps exerce sur un autre une force ~F donnée, alors par réaction instantanée, cet autre
corps exerce sur le premier une force de même intensité en sens opposé − ~F .

Les transformations des coordonnées d’espace et de temps associées au passage d’un ré-
férentiel inertiel R à un autre référentiel inertiel R′ définissent le groupe d’invariance de la
théorie : le groupe de Galilée. Il est construit sur base du Principe de Relativité et de la loi
classique d’addition des vitesses. L’espace étant isotrope et homogène, il contient les trans-
lations dans l’espace et dans le temps, ainsi que les rotations dans l’espace (définies par les
matrices 3 × 3 orthogonales, de déterminant unité). Il faut y ajouter, outre l’inversion du
temps et la parité, les transformations de Galilée proprement dites, pour un référentiel R′ en
translation uniforme à vitesse ~v par rapport à R :

~x′ = ~x− ~vt

t′ = t . (1.2)

Relativité Restreinte

Dans le courant du dix-neuvième siècle, il apparâıt clairement que les phénomènes de
l’électrodynamique satisfont eux aussi au Principe de Relativité. Toutefois, les expériences
de Michelson et Morley (1881 et 1887) montrent que la vitesse de la lumière dans le vide est
constante, indépendamment du référentiel inertiel dans lequel elle est mesurée. Pour que l’élec-
trodynamique satisfasse à ces contraintes expérimentales, Lorentz (1904) modifie les trans-
formations de Galilée, introduisant une dilatation de la coordonnée longitudinale x et une
transformation de la coordonnée temporelle t.

A l’origine, la théorie de la Relativité Restreinte d’Einstein (1905) était destinée à résoudre
les problèmes de la théorie de l’électrodynamique, même si Einstein était déjà conscient du
caractère universel de sa “nouvelle cinématique”, établie indépendamment des théories pré-
existantes. Il postule donc un Principe de Relativité Restreinte, identique au principe
de Galilée. La relativité est “restreinte” dans le sens où l’invariance des lois de la physique
n’est toujours définie que sous un mouvement de translation uniforme. Mais s’ajoute encore le
postulat de constance de la vitesse de la lumière dans le vide (c ≡ 299 792 458ms−1).

Dans ce cadre, une métrique est définie dans l’espace-temps à quatre dimensions, la mé-
trique de Minkowski ηµν = diag(1,−1,−1,−1)), définissant l’élément de longueur infinitésimal
comme

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (1.3)

A la translation d’un référentiel R′ par rapport à un référentiel inertiel R dans la direction x
à vitesse v, sont associées les tranformations suivantes, dites transformations de Lorentz :









ct′

x′

y′

z′









=









γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















ct
x
y
z









, (1.4)

où γ ≡ 1/(1 − β2)1/2 et β = v/c. Le groupe d’invariance complet de la nouvelle théorie est le
groupe de Poincaré, où les transformations de Lorentz se substituent aux transformations de
Galilée. Les translations dans l’espace-temps et les rotations dans l’espace (ainsi que l’inver-
sion du temps et la parité) sont données par les mêmes expressions, inchangées depuis Newton.
Notons une différence conceptuelle importante par rapport aux théories classiques : le temps t
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n’est plus une entité absolue, indépendante des coordonnées d’espace (x, y, z). La théorie de la
Relativité Restreinte postule l’équivalence formelle entre les coordonnées d’espace et de temps,
mélangées les unes aux autres sous ces transformations de Lorentz. De ces modifications fon-
damentales découlent des phénomènes tels que dilatation du temps, contraction des longueurs,
modification de la loi galiléenne d’addition des vitesses, perte de la notion de simultanéité...
Autant de phénomènes vérifiés expérimentalement, en électrodynamique notamment.

Synthèse finale

Historiquement, deux principes importants suggèrent à Einstein la nécessité de l’extension
du Principe de Relativité Restreinte vers une relativité générale [Ein16, Bal93]. Le premier
est d’ordre épistémologique et connu sous le nom de Principe de Mach. Le second, d’ordre
expérimental, est le Principe d’Equivalence.

Selon Mach (1883), et d’autres avant lui déjà, un principe de causalité doit prévaloir,
postulant que les “causes” autant que les “effets” physiques ne peuvent être que des faits
observables [Mac83]. Prenons pour illustration l’exemple d’un seau rempli partiellement d’eau.
Si le seau est au repos dans un référentiel R, la surface de l’eau est plate. Alors que si le seau
est mis en rotation, la surface de l’eau apparâıt comme creusée au centre, l’eau remontant sur
la paroi latérale. Détaillons dans un premier temps l’explication newtonienne de cet effet avant
d’y opposer l’objection de Mach. Le référentiel R est inertiel alors que le référentiel R′ du seau
en rotation (référentiel accéléré) ne l’est pas, dans le cadre du Principe de Relativité Restreinte.
La seconde loi de Newton en référentiel inertiel pour une force dérivant d’un potentiel V (~x)
est donnée par l’expression suivante :

mẍi = −∂V (~x)

∂xi
. (1.5)

Sous une transformation générale des coordonnées, elle prend une forme plus complexe :

mq̈i = −gij (q)
∂V (q)

∂qj
−mΓi

jk (q) q̇j q̇k , (1.6)

où gij(q) définit le tenseur métrique en coordonnées curvilignes qi, et Γi
jk(q) ≡ (gil/2)(gjl,k +

gkl,j − gjk,l) sont les symboles de Christoffel définis sur cette métrique. Par simple change-
ment de coordonnées, apparaissent donc de nouvelles forces dans les équations du mouvement,
appelées forces “fictives”, ou forces “d’inertie” parce qu’elles ne sont présentes que pour la des-
cription de mouvements en référentiel non inertiel. Dans le référentiel tournant considéré R′,
ces forces d’inertie s’identifient aux forces de Coriolis et centrifuges bien connues, responsables
de la forme concave prise par la surface de l’eau dans le seau en rotation. La cause alléguée à
la forme de la surface de l’eau est le mouvement relatif à un référentiel d’inertie. En d’autres
termes, Newton invoque, dans le cadre du Principe restreint de Relativité, la présence d’un
espace absolu, immuable et inobservable pour définir l’inertie. Pour satisfaire au principe de
causalité qu’il défend, Mach rejette la notion d’espace absolu. La relativité est générale.
L’inertie n’a pas de sens dans un espace vide. Les propriétés physiques de l’es-
pace trouvent leur origine dans la matière qu’il contient. Le seul mouvement qui
ait un sens est le mouvement relatif à la distribution de matière extérieure au
système considéré [Bal93, BD61]. Autrement dit, l’inertie devrait être définie relativement
aux “étoiles lointaines”, c’est-à-dire à la distribution moyenne des masses dans l’univers, et les
forces d’inertie doivent trouver leur origine dans une interaction physique des corps accélérés
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avec ces “étoiles lointaines”. Diverses formulations mathématiques de ce principe existent (voir
notamment [Pau58, Sci53]). La plus concise est probablement celle de Pauli [Pau58]. Selon
lui,

“Le champ métrique gµν
1 doit être déterminé de façon unique et gé-

néralement covariante seulement par les valeurs du tenseur énergie-
impulsion (Tµν) représentant la matière. Dans un espace vide, le mou-
vement (à travers la métrique gµν, qui définit la notion de mesure) n’est
pas défini.”

Tµν = 0 ⇒ gµν = 0 . (1.7)

Nos théories actuelles de la gravitation n’incluent pas ce principe de façon complète. Nous ne
voulons pas discuter ici de la valeur fondamentale de cette hypothèse basée sur des considéra-
tions épistémologiques. Einstein lui-même, après l’avènement de sa Relativité Générale, finit
par s’opposer à la nécessité d’introduire explicitement le Principe de Mach dans la théorie de
la gravitation. Nous retenons cependant l’idée d’un mouvement défini par rapport à la distri-
bution extérieure de matière, et cette nécessité qu’elle induit pour Mach (et Einstein en 1916)
de développer une théorie où la relativité soit générale, et non restreinte à des mouvements
de translation uniforme.

Outre ses trois lois de la mécanique, Newton propose une théorie de la gravitation univer-
selle, qui donne un fondement théorique aux lois phénoménologiques de Kepler, et qui fournit
une explication des phénomènes de gravitation étudiés pendant les deux siècles suivants. S’il
est besoin de le rappeler, la loi de gravitation universelle s’énonce comme suit : soient deux
corps de position relative ~r = ~r2 − ~r1, la force de gravitation exercée par le premier (m2) sur
le second (m1) est proportionnelle au produit de leurs masses et inversement proportionnelle
au carré de la distance qui les sépare. Son expression mathématique s’écrit

~Fgr = G
m1m2

r2
r̂ , (1.8)

où r̂ = ~r/|~r| est le vecteur unité dans la direction relative des deux corps. G est la constante
de gravitation universelle, dont la valeur expérimentale est

G ' 6.673(10) × 10−11 m3kg−1s−2 , (1.9)

où les chiffres entre parenthèses définissent l’incertitude sur les dernières décimales. Nous
pouvons encore écrire cette loi, pour le mouvement d’un corps de masse m, comme

~Fgr = m~g , (1.10)

où ~g ≡ GM(r̂/r2) est l’accélération définie par le champ de gravitation associé à la masse M .
Mais au début du siècle passé, cette théorie n’est plus capable d’expliquer tous les phénomènes
gravitationnels observés, en particulier la précession du périhélie de l’orbite de Mercure. De
plus, d’un point de vue théorique, l’idée d’une interaction à distance instantanée est en op-
position radicale avec les postulats de Relativité Restreinte récemment établie. Une nouvelle
théorie de la gravitation doit donc être proposée.

Venons-en maintenant à ce qu’Einstein qualifie en 1919 de “l’idée la plus heureuse de toute
sa vie”, idée qui remonte à 1907 quand il essaie pour la première fois d’étendre la Relativité
Restreinte pour y incorporer la gravitation. Dans son article fondateur de 1916, il écrit :

1Nous nous tiendrons à la convention d’indices suivante : les indices latins “ij” réfèrent aux coordonnées
spatiales uniquement (1 ≤ i, j... ≤ 3), alors que les indices grecs “µν” courent sur les quatre coordonnées
d’espace-temps (0 ≤ µ, ν... ≤ 3). La métrique ici définie est la métrique complète de l’espace-temps.
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“...Outre cet argument épistémologique de poids [le Principe de Mach], un fait phy-
sique bien connu plaide en faveur d’une extension de la théorie de la Relativité.
Soit K un système de référence galiléen, c’est-à-dire tel que, relativement à lui
(au moins dans le domaine quadridimensionnel considéré), une masse suffisam-
ment éloignée d’autres masses soit animée d’un mouvement rectiligne et uniforme.
Soit K ′ un second système de coordonnées, animé d’un mouvement de translation
uniformément accéléré par rapport à K. Alors, relativement à K ′, une masse suf-
fisamment séparée des autres exécutera un mouvement accéléré tel que son accé-
lération et la direction de son accélération soient indépendantes de sa composition
matérielle et de son état physique.

Un observateur au repos relativement à K ′ peut-il en tirer la conséquence qu’il se
trouve dans un système de référence “réellement” accéléré ? A cette question on
doit répondre par la négative ; car le comportement, évoqué ci-dessus, des masses
se déplaçant librement relativement à K ′ peut tout aussi bien être interprété de la
façon suivante : le système de référence K ′ est non accéléré ; mais dans le domaine
spatio-temporel considéré règne un champ de gravitation, lequel engendre le mou-
vement accéléré des corps relativement à K ′. Cette conception est rendue possible
par le fait que l’expérience nous a appris qu’il existe un champ de force (à savoir
le champ de gravitation) qui a la propriété remarquable de conférer la même accé-
lération à tous les corps [Eötvös a démontré expérimentalement que le champ de
gravitation possède cette propriété à une précision très grande]. Le comportement
mécanique des corps relativement à K ′ est le même que celui que nous offre l’ex-
périence vis-à-vis de systèmes que nous avons l’habitude de considérer comme “au
repos” ou comme “légitimes”; c’est pourquoi il est naturel, également d’un point
de vue physique, de supposer que les systèmes K et K ′ peuvent, avec autant de
légitimité l’un que l’autre, être regardés comme “au repos”, ou encore que pour la
physique des phénomènes ils sont tout aussi légitimes l’un que l’autre...”

Newton énonçait déjà ce Principe d’Equivalence par l’identification de la masse inerte (iner-
tielle) d’un corps, cette propriété qui régule sa réponse aux forces appliquées sur lui ( ~F =
min~a), et de la masse grave (gravitationnelle), propriété qui régule sa réponse à la gravitation
(~Fgr = mgr~g) :

min = mgr . (1.11)

Il s’énonce encore comme suit [Wil93a] :

“Tous les corps tombent dans un champ gravitationnel avec la même
accélération, indépendamment de leur masse et de leur structure in-
terne.”

Nous concluons comme Einstein en 1916 :

“... On voit par ces considérations que le développement de la théorie de la Relati-
vité Générale doit, dans le même temps, conduire à une théorie de la gravitation ;
on peut en effet “engendrer” un champ de gravitation par simple changement du
système de coordonnées.”

Remarquons que ce Principe d’Equivalence est local car les champs de gravitation sont non
uniformes. A ce stade, toutes les bases sont jetées pour l’établissement d’une nouvelle théorie
de la gravitation. Au-delà de ces considérations historiques, nous définissons la théorie telle
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qu’elle est présentée aujourd’hui [Wei72, MTW73, Dir75, Pau58]. Nous considérons en détail
la théorie linéarisée.

1.2 Relativité Générale

Comme nous venons de le voir, Einstein introduit les forces de gravitation comme des
forces d’inertie. Il apparâıt donc clairement (voir (1.6)) que la gravitation est intimement
liée à la géométrie de l’espace-temps, et que le champ gravitationnel doit être défini par la
métrique qui le sous-tend. Les théories de la gravitation que nous étudions, et en particulier
la Relativité Générale, appartiennent à la classe particulière des théories métriques, définie
par les postulats suivants. D’une part, l’espace-temps est muni d’une métrique et les lignes
d’univers des corps-tests sont les géodésiques de cette métrique ; d’autre part, localement,
dans un repère en chute libre, les lois non gravitationnelles de la physique sont celles de la
Relativité Restreinte. Par corps-test, nous comprenons un corps neutre pour les interactions
électromagnétique, faible et forte, dont l’énergie gravitationnelle interne (telle qu’elle est es-
timée dans le cadre de la théorie de Newton) est négligeable et de taille suffisamment petite
pour que son couplage aux inhomogénéités du champ de gravitation puisse être ignoré. Une
expérience locale non gravitationnelle est une expérience réalisée dans un laboratoire en chute
libre suffisamment petit pour que les inhomogénéités du champ externe puissent être ignorées
à travers son volume, et dans laquelle les effets gravitationnels internes au système considéré
sont négligeables. Aussi, remarquons déjà que toute théorie métrique de la gravitation res-
pecte le Principe d’Equivalence tel que nous l’avons défini précédemment, pour le mouvement
de corps-tests. C’est ce qu’on appelle plus précisément le Principe d’Equivalence Faible. Les
dernières sections de ce chapitre étant entièrement consacrées à la discussion de ce principe
fondamental, nous nous contentons, pour l’heure, de cette première définition.

Théorie complète

Dans le respect du Principe de Relativité Générale, la théorie doit être invariante sous
transformation générale des coordonnées. La théorie de la Relativité Générale est donnée par
l’action d’Einstein-Hilbert :

S(rg) = − 1

2cκ

∫

d4x
√−g R+

∫

d4x
√−gLmat (Ψ, gµν) . (1.12)

Le scalaire R définit le lagrangien gravitationnel le plus simple qui soit fonction de la métrique
de l’espace-temps2 gµν , et qui soit invariant sous transformation générale des coordonnées. Il
représente la courbure locale de l’espace-temps. Le facteur d4x

√−g est l’élément de volume
invariant en quatre dimensions. Lmat représente la densité lagrangienne pour les champs de
matière Ψ.

La nature purement tensorielle de l’interaction gravitationnelle (Lmat dépend uniquement
des champs de matière et de la métrique) implique automatiquement les équations de conser-

2Dans l’hypothèse d’une théorie métrique, la valeur asymptotique de la métrique de l’espace-temps en
l’absence de gravitation est donnée par la structure de Minkowski ηµν = diag(+1,−1,−1,−1). De manière
générale, la métrique gµν est donc non définie, ou pseudo-riemannienne. Le scalaire de courbure résulte des
définitions suivantes : Rα

µνβ = Γα
µν,β − Γα

µβ,ν + Γρ
µνΓα

ρβ − Γρ
µβΓα

ρν définit le tenseur de Riemann mixte à partir
des symboles de Christoffel Γα

µν = (gαρ/2)(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ), Rµν = Rα
µνα donne le tenseur de Ricci, et

finalement, R = gµνRµν , le scalaire de courbure.
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vation pour le tenseur énergie-moment associé aux champs de matière :

Tµν
pν = 0 , (1.13)

où le symbole pν définit la dérivée covariante d’un champ dans la direction xν , par opposition
à la dérivée simple donnée par ,ν . Le tenseur T µν est défini de manière générale par la relation
suivante, pour toute variation δgµν de la métrique :

δSmat ≡ − 1

2c

∫

d4x
√−g T µνδgµν . (1.14)

Pour un système de particules-tests, libres de toute autre interaction que la gravitation, l’action
pour le mouvement géodésique s’écrit

Smat = −c
∑

a

ma

∫

dsa , (1.15)

où ds = cdτ = (gµνdx
µdxν)1/2 est l’élément de longueur infinitésimal en quatre dimensions.

Le tenseur énergie-moment correspondant s’écrit

Tµν
p.l. =

∑

a

ρ̄a (x) uµ
au

ν
a , (1.16)

où

ρ̄a (x) ≡ 1√
ga

dτa
dt
ρa (x) (1.17)

est le champ scalaire associé à la densité de matière ρ(x) = mδ3(~x − ~x0) et uµ = dxµ/dτ ,
le quadrivecteur vitesse de la particule considérée. Il est dès lors aisé de montrer que les
équations (1.13) sont effectivement des équations de conservation. D’une part, elles impliquent
la conservation exacte de la masse

T 0ν
pν = 0 ⇔ 1√−g (ρvν),ν = 0 , (1.18)

où vµ = dxµ/dt. D’autre part, dans la limite non relativiste (c → ∞, gµν = ηµν et dτ = dt),
il en résulte aussi des équations de conservation de l’énergie (de masse) et de la quantité de
mouvement totale du système considéré :

Tµν
,ν = 0 , (1.19)

pour T µν = ρ(x) vµvν .
Les équations déduites de la variation de l’action (1.12) par rapport à la métrique donnent

les équations d’Einstein pour le champ de gravitation :

Rµν − 1

2
gµνR = κTµν , (1.20)

où κ = 8πG/c4 donne le couplage du champ de gravitation à la matière. Les équations des
géodésiques découlent immédiatement de la variation de l’action (1.15). Elles peuvent encore
s’obtenir par simple manipulation des équations de conservation (1.13) :

duµ

dτ
+ Γµ

νρu
νuρ = 0 . (1.21)
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Théorie linéarisée

Les expériences gravitationnelles réalisées à ce jour, dans le système solaire et au-delà, n’ont
encore pu tester les théories de la gravitation que dans un régime de champ gravitationnel
relativement faible. Nous étudions ici les structures statique et dynamique des champs de
gravitation dans la théorie linéarisée.

Nous développons donc la métrique en champ faible autour de la solution asymptotique
de Minkowski,

gµν = ηµν + hµν , (1.22)

avec |hµν | � 1. La linéarisation des équations de champs (1.20) s’écrit

2h̄µν + ηµν∂
α∂βh̄αβ − ∂(µ∂

λh̄λν) = −2κTµν , (1.23)

pour le champ conjugué h̄µν = hµν − 1
2ηµνh. Le symbole “(µν)” définit la symétrisation sur les

indices considérés. La théorie étant invariante sous transformation générale des coordonnées,
une certaine liberté de jauge existe, correspondant au choix du système de coordonnées. Pour
une transformation infinitésimale des coordonnées

x′
µ

= xµ + εµ (x) , (1.24)

la perturbation de la métrique se transforme comme

h′µν (x) = hµν (x) − ε(µ,ν) (x) . (1.25)

Les contraintes de “jauge harmonique”,

∂µh̄µν = 0 , (1.26)

réduisent les équations de champs (1.23) à leur forme la plus simple et la plus explicite

2h̄µν = −2κTµν . (1.27)

Notons que dans cette approximation, le tenseur énergie-moment pour les champs de matière
est calculé sur l’espace de Minkowski :

Tµν = ρ (x) vµvν . (1.28)

Solutions statiques

Dans la limite statique, ces équations donnent la structure de l’espace-temps au voisinage
d’une source Tµν . Considérons une source ponctuelle de masse M non relativiste. La compo-
sante d’énergie domine largement les autres termes du tenseur énergie-moment (T00 = ρc2).
Les perturbations du champ métrique sont dès lors données à l’ordre O(1/c2) par

h00 (~x) = −2GM

rc2
(1.29)

hij (~x) = −2GM

rc2
δij (1.30)

h0i (~x) = 0 , (1.31)
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où r = |~x| est la distance à la source. A partir de ces solutions, le mouvement des corps
dans un champ de gravitation peut être défini. La limite non relativiste reproduit de manière
cohérente la théorie de Newton. Les équations des géodésiques se réduisent en effet dans cette
limite aux équations

ai = −c
2

2
h00,i , (1.32)

qui, en vertu des solutions obtenues pour la métrique, donnent les équations de Newton dans
le potentiel V (r) = −GM/r. Dans la section 1.4, nous utilisons le développement des champs
ci-dessus dans l’étude d’effets de gravitation relativistes (c’est-à-dire au-delà de cette limite
newtonienne).

Structure dynamique

Toute interaction relativiste est réalisée en termes de la propagation d’ondes. Au-delà
de l’approximation newtonienne, la Relativité Générale doit donc prédire l’existence d’ondes
de gravitation. Déjà dans la théorie linéarisée, les équations (1.27) sont en effet des équa-
tions d’ondes, dont les sources sont les champs de matière. Dans la théorie complète, des
contributions non linéaires dans le champ de gravitation doivent être prises en compte. Nous
considérons cette problématique en détail au chapitre suivant. Nous étudions ici la propa-
gation et la structure des ondes de gravitation à partir des équations dans le vide. Sous les
contraintes de jauge harmonique (1.26), la propagation est donc définie par les équations

2h̄µν = 0
(

∂µh̄µν = 0
)

. (1.33)

Les solutions corrrespondantes pour les dix composantes du tenseur symétrique sont de la
forme

h̄µν ∼ ε̄µν(k) e
i(kαxα) , (1.34)

avec k2 = kαk
α = 0. Cette dernière contrainte caractérise des ondes gravitationnelles se

propageant à la vitesse de la lumière et sans dispersion. La structure de ces ondes est définie
par leurs états de polarisation ε̄µν physiques et leur hélicité.

Le choix explicite d’un système de coordonnées (choix de jauge) permet l’élimination des
polarisations non physiques (polarisations de jauge). Les quatre contraintes de jauge harmo-
nique laissent une liberté résiduelle de jauge, définie par la contrainte

2εµ (x) = 0 . (1.35)

Les transformations de coordonnées admises dans cette jauge sont ainsi données par des
perturbations infinitésimales de la forme

εµ (x) = iεµ(k)ei(kαxα) , (1.36)

avec k2 = kαk
α = 0. Sous les transformations (1.25), les polarisations se transforment comme

ε̄ ′
µν (k) = ε̄µν (k) + k(µεν) − ηµνkαε

α . (1.37)

Aux quatre contraintes initiales sur hµν peuvent donc être ajoutées quatre autres contraintes
correspondant à un choix explicite des paramètres de jauge εµ(k). Choisissant adéquatement
ces conditions,

∂µh̄µν = 0

h0µ = 0 , (1.38)
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nous obtenons finalement deux (= 10 − 4 − 4) polarisations physiques, transverses et sans
trace. Les huit conditions (1.38) peuvent en effet se réécrire en termes des εµν comme

kjεij = 0 (transverses)

εii = 0 (trace nulle)

ε0µ = 0 . (1.39)

Nous pouvons toutefois nous poser la question de savoir si le caractère transverse et de trace
nulle de l’onde est un effet lié au choix de jauge même. Mais le système de référence tel
qu’il est défini par ces conditions de jauge identifie un référentiel comobile, c’est-à-dire un
repère dans lequel les coordonnées identifiant la position d’un corps initialement au repos
restent inchangées par le passage d’une onde gravitationnelle. En effet, au premier ordre, les
équations des géodésiques donnent

d2xi

dt2
= hi

0,0 − h ,i
00 , (1.40)

dont le membre de droite s’annule identiquement sous les conditions (1.39). Par conséquent,
dans le système de référence considéré, l’effet physique de l’onde sur l’élément de distance
invariant en trois dimensions

dσ2 = (δij − hij (x)) dxidxj , (1.41)

est identifié par les caractéristiques (transversalité et trace nulle) des perturbations dyna-
miques hij elles-mêmes. Pour une onde se propageant dans la direction oz, les perturbations
physiques s’écrivent

hµν (z − ct) = h+ (z − ct)









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0









+ h× (z − ct)









0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0









, (1.42)

identifiant ainsi deux polarisations indépendantes, + et × respectivement. Pour chacune de
ces polarisations, l’expression de l’élément de distance invariant est donnée comme

dσ2
+ = (1 − h+ (z − ct)) dx2 + (1 + h+ (z − ct)) dy2 + dz2 (1.43)

dσ2
× = dx2 + dy2 − 2h× (z − ct) dxdy + dz2 . (1.44)

Les perturbations associées définissent des oscillations quadrupolaires dans le plan oxy, à
une fréquence ω égale à celle de l’onde elle-même. Les effets des polarisations + et × se
correspondent à un déphasage près de 45◦ (Fig. 1.1) :

y

xx

y
(+) +( )

Fig. 1.1 – Polarisations linéaires
+ et × des ondes gravitation-
nelles (Relativité Générale).
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Identifions l’hélicité de ces ondes. Considérant toujours une onde se propageant dans la
direction oz, nous pouvons redéfinir la base de ces états de polarisation (ε11, ε12) en termes
de polarisations circulaires, gauche et droite respectivement :

εL =
1√
2

(ε11 − iε12) (1.45)

εR =
1√
2

(ε11 + iε12) . (1.46)

Ces polarisations définissent une base d’états propres sous rotation dans le plan xy : ε′L =
e−2iθεL et ε′R = e+2iθεR pour une rotation d’angle θ. Les valeurs propres correspondantes
identifient l’hélicité des ondes gravitationnelles : h = ±2. L’impact d’une onde de polarisation
circulaire de fréquence ω sur une boucle de particules-tests induit un aplatissement quadrupo-
laire, combiné avec une rotation de la boucle à une fréquence ω/2, moitié de celle de l’onde. Ce
rapport des fréquences définit physiquement l’hélicité des ondes : deux rotations de phases cor-
respondent à une rotation physique. La rotation se fait dans le sens des aiguilles d’une montre
pour une polarisation circulaire gauche, inversement pour une polarisation droite (Fig. 1.2) :

y

x

(L)
y

x

(R)
ω/2

ω/2

Fig. 1.2 – Polarisations circu-
laires gauche (L) et droite (R)
des ondes gravitationnelles (Re-
lativité Générale).

Dans la section suivante, nous prenons en considération une classe particulière de théories
alternatives à la Relativité Générale. Le développement correspondant de la théorie linéarisée
montre dans quelle mesure la structure de l’interaction développée dans cette section est
particulière à la théorie d’Einstein elle-même.

1.3 Théories scalaire-tenseur

Nous abordons ici l’analyse des théories de Brans-Dicke. Il s’agit en fait d’une classe de
théories métriques de gravitation qui se distinguent fondamentalement de la Relativité Géné-
rale par l’introduction d’un champ scalaire de gravitation couplé à la métrique de l’espace-
temps. Historiquement, ces théories ont été introduites comme une tentative supplémentaire
d’inclure le principe de Mach dans notre théorie de la gravitation, ce à quoi la théorie d’Einstein
n’était pas parvenue3. Au-delà de ces considérations historiques, à l’heure actuelle, toutes les
théories quantiques relativistes proposant l’unification des interactions fondamentales, gra-
vitation incluse, définissent un secteur gravitationnel comprenant toujours des champs de
gravitation auxiliaires, scalaires ou vectoriels. Aussi, même si ces théories de Brans-Dicke ne
sont qu’une extension minimale de la théorie d’Einstein, l’étude des effets qu’elles prédisent
au-delà de la Relativité Générale relève d’un intérêt certain.

3En effet, même si les équations de la Relativité Générale (1.20) définissent la matière (Tµν) comme source
unique de gravitation (gµν), nous pouvons exhiber certaines solutions (par exemple, la solution de Minkowski,
ou l’univers vide de de Sitter en présence d’une constante cosmologique) en contradiction flagrante avec ce
principe tel qu’il est formulé par Pauli (voir (1.7)).
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Théorie complète

Les théories de Brans-Dicke sont définies [BD61, Dic65, Wil93a] par l’action

S(bd) = − c3

16π

∫

d4x
√−g

(

ΦR− ω

Φ
Φ,αΦ,α

)

+

∫

d4x
√−gLmat (Ψ, gµν) , (1.47)

où Φ est un champ scalaire et ω un paramètre libre sans dimension. Comme nous l’avons
vu dans la section précédente, le caractère purement tensoriel de la densité lagrangienne de
matière implique les équations de conservation (1.13) et de là le mouvement géodésique (1.21)
des corps dans l’espace-temps.

Les équations de champs pour la métrique et le champ scalaire s’écrivent respectivement,

Rµν − 1

2
gµνR =

8π

c4
1

Φ
Tµν + ω

1

Φ2

(

Φ,µΦ,ν − 1

2
gµνΦ,αΦ,α

)

+
1

Φ

(

Φpµpν − Φpα
pαgµν

)

(1.48)

Φpα
pα =

8π

c4
1

2ω + 3
T . (1.49)

Remarquons que, contrairement à l’impression que nous pouvons avoir au niveau de l’action,
la limite ω → ∞ correspond à l’annulation du couplage scalaire, et la théorie s’identifie à la
Relativité Générale à travers les équations (1.48). La classe de théories considérée admet donc
la théorie d’Einstein comme limite dans l’espace du paramètre ω.

Théorie linéarisée

Dans la limite de champ faible, nous développons la métrique autour de la solution de
Minkowski habituelle, et le champ scalaire autour d’une valeur asymptotique locale Φb :

gµν = ηµν + hµν

Φ = Φb (1 + ϕ) , (1.50)

avec |hµν | � 1 et |ϕ| � 1. Les équations (1.48) et (1.49) linéarisées restent des équations
couplées pour les perturbations scalaire ϕ et métriques hµν :

−1

2

(

2h̄µν + ηµν∂
α∂βh̄αβ − ∂(µ∂

λh̄λν)

)

− (∂µ∂νϕ− ηµν2ϕ) =
8π

Φbc4
Tµν (1.51)

2ϕ =
8π

Φbc4
1

2ω + 3
T . (1.52)

Une simple redéfinition des perturbations tensorielles,

θµν = hµν + ηµνϕ , (1.53)

permet d’écrire des équations découplées pour ϕ et θµν :

2θ̄µν + ηµν∂
α∂β θ̄αβ − ∂(µ∂

λθ̄λν) = −2
8π

Φbc4
Tµν (1.54)

2ϕ =
8π

Φbc4
α2T , (1.55)

pour le champ conjugué θ̄µν = θµν − 1
2ηµνθ. Les équations de champs sont donc les équations

de la Relativité Générale pour θµν , auxquelles se superpose une équation découplée, pour
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un champ scalaire de gravitation. Ce scalaire est couplé aux champs de matière par la trace
du tenseur énergie-moment. L’intensité du couplage est donnée, relativement au couplage
tensoriel, par

α2 =
1

2ω + 3
. (1.56)

La liberté de jauge induite pour les perturbations hµν par les transformations générales de
coordonnées dans l’espace-temps est encore donnée par les équations (1.25). Par définition,
sous changement de coordonnées, le champ scalaire satisfait à la relation

ϕ′
(

x′
)

= ϕ (x) . (1.57)

Pour une transformation infinitésimale (voir (1.24)), la perturbation scalaire est invariante
en première approximation : ϕ′(x) = ϕ(x). Aussi, les perturbations θµν se transforment au
premier ordre comme hµν . Choisissant à nouveau un système de coordonnées harmoniques,

∂µθ̄µν = 0 , (1.58)

les équations de champs deviennent

2θ̄µν = −2κ′Tµν (1.59)

2ϕ = κ′α2T , (1.60)

pour κ′ = 8π/Φbc
4. Les couplages tensoriel et scalaire à la matière sont respectivement donnés

par κ′ et α2κ′.

Solutions statiques

Le développement des solutions statiques de la théorie linéarisée nous permet dans un
premier temps de définir l’origine de la constante de Newton. Nous considérons à nouveau
une source ponctuelle non relativiste de masse M . Les composantes scalaire et tensorielles
s’écrivent, au premier ordre en O(1/c2),

ϕ (~x) =
1

2ω + 3

2M

Φbrc2
, (1.61)

et (à travers θµν)

h00 (~x) = −2

(

1

Φb

2ω + 4

2ω + 3

)

M

rc2
(1.62)

hij (~x) = −2

(

1

Φb

2ω + 2

2ω + 3

)

M

rc2
δij (1.63)

h0i (~x) = 0 . (1.64)

Aussi, la limite non relativiste du mouvement géodésique (voir (1.32)) est newtonienne. La
constante de couplage correspondante G(x) est donnée en fonction de la valeur asymptotique
locale du champ scalaire Φb par

G (x) =
1

Φb (x)

2ω + 4

2ω + 3
(1.65)

=
1

Φb (x)

(

1 + α2
)

. (1.66)
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Le couplage newtonien est donc naturellement défini comme la somme des couplages scalaire
et tensoriel. Il dépend a priori de la distribution locale des masses au voisinage du point
considéré, dont Φb(x) est tributaire. Nous associons à la valeur expérimentale de la constante
de Newton (G), le couplage induit par le champ scalaire constant Φ0 donné par la distribution
globale de matière dans l’univers4 en l’absence de singularité locale :

G =
1

Φ0

2ω + 4

2ω + 3
(1.67)

= G′
(

1 + α2
)

, (1.68)

où G′ = 1/Φ0.
Les expressions (1.62) à (1.64) se réécrivent en fonction de la constante de Newton comme

h00 (~x) = −2
GM

rc2
(1.69)

hij (~x) = −2

(

ω + 1

ω + 2

)

GM

rc2
δij (1.70)

h0i (~x) = 0 . (1.71)

Notons que, si α2 (voir (1.56)) donne effectivement l’intensité relative du couplage scalaire au
couplage tensoriel, le rapport entre l’intensité du couplage scalaire et l’interaction newtonienne
totale est donné par la constante ξ, définie par la relation α2κ′ = 1

2ξκ :

ξ =
2α2

1 + α2
(1.72)

=
1

ω + 2
. (1.73)

C’est en fonction de ce paramètre ξ que les perturbations scalaires s’expriment naturellement.
Notamment, la solution (1.61) s’écrit encore

ϕ (~x) = ξ
GM

rc2
. (1.74)

Structure dynamique

Dans le cadre des théories de Brans-Dicke, les ondes gravitationnelles se propagent toujours
à la vitesse de la lumière et sans dispersion dans le vide. Les équations de champs linéarisées
correspondantes dans la jauge harmonique donnent en effet

2θ̄µν = 0
(

∂µθ̄µν = 0
)

(1.75)

2ϕ = 0 . (1.76)

Les champs θµν satisfont donc aux mêmes équations et bénéficient de la même invariance
de jauge que les perturbations de la métrique hµν en Relativité Générale. Par conséquent,
les mêmes conditions de jauge permettent l’identification de deux polarisations transverses et
sans trace [Wia99] :

∂µθ̄µν = 0

θ0µ = 0 . (1.77)

4Cette distribution est homogène et isotrope dans l’hypothèse du Principe Cosmologique.
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A cette structure tensorielle quadrupolaire se superpose une polarisation scalaire, donnée par
ϕ. Contrairement au cas de la Relativité Générale, la définition d’un système de coordonnées
comobiles (hµ0 = 0) correspond au choix de conditions de jauges différentes, données par les
relations

∂µθ̄µν = 0

θ̄µ0 = 0

θ̄µν = hµν

(

⇔ θ̄ = −2ϕ
)

. (1.78)

Les deux premiers groupes de contraintes ne définissent en fait que sept conditions de jauge
indépendantes, correspondant aux relations (1.77) sans la contrainte de trace nulle. L’identi-
fication des perturbations θ̄µν et hµν revient à définir la trace des perturbations tensorielles
en fonction de la composante scalaire. Considérons la propagation d’une onde dans la direc-
tion oz. Au niveau de la métrique, la polarisation scalaire d’hélicité nulle se superpose aux
perturbations quadrupolaires tensorielles d’hélicité 2 (voir (1.42)), et prend la forme suivante
[Bia98] :

hµν (z − ct) = hsc. (z − ct)









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









. (1.79)

Dans ce référentiel comobile, l’élément de distance invariant associé en trois dimensions s’écrit
simplement

dσ2
sc. = (1 − hsc. (z − ct)) dx2 + (1 − hsc. (z − ct)) dy2 + dz2 . (1.80)

La perturbation correspondante sur une boucle de particules-tests définit donc une pulsation
purement radiale dans le plan oxy (Fig. 1.3) :

y

x
Fig. 1.3 – Polarisation sca-
laire des ondes gravitationnelles
(Brans-Dicke).

En conclusion, dans leur approximation linéaire, les théories de Brans-Dicke superposent
simplement un couplage gravitationnel scalaire au couplage tensoriel de la Relativité Géné-
rale. Nous avons analysé ce fait aussi bien au niveau du potentiel newtonien pour l’interaction
statique que dans la structure des ondes gravitationnelles. La section suivante aborde l’étude
des effets relativistes en termes desquels ces théories de la gravitation sont soumises à l’ex-
périence. L’analyse des phénomènes tels que la déflexion de la lumière au voisinage du Soleil,
l’effet Shapiro et la précession du périhélie de Mercure définissent des tests importants de nos
théories de la gravitation en champ faible.

1.4 Tests classiques

Dans cette section, nous étudions l’état actuel de la confrontation de nos théories de la
gravitation à l’expérience (voir [Dam00, Wil01] pour une étude exhaustive). L’approximation



1.4. TESTS CLASSIQUES 23

de champ faible et de mouvement lent est suffisamment précise pour définir les tests gravita-
tionnels actuels et futurs dans le système solaire. Dans cette limite, dite post-newtonienne, la
comparaison entre différentes théories métriques de la gravitation, entre elles et avec l’expé-
rience, est assez simple.

Paramétrisation d’Eddington-Robertson

Nous empruntons une paramétrisation de la métrique de l’espace-temps due à Eddington
et Robertson, définissant un développement en fonction du potentiel de Newton (V (r)/c2 =
−GM/rc2) induit par toute source de gravitation. Le mouvement des corps dans un champ
de gravitation est défini par les équations des géodésiques. Un développement post-newtonien
cohérent demande la détermination de g00 à l’ordre O(V/c2)2, gij à l’ordre O(V/c2) et gi0

à l’ordre O(V/c2)3/2. En ces termes, la paramétrisation d’Eddington-Robertson [Wei72] est
donnée comme

ds2 = A (r) c2dt2 −B (r)
(

dx2 + dy2 + dz2
)

, (1.81)

avec

A (r) = 1 + 2αppn

(

V (r)

c2

)

+ 2βppn

(

V (r)

c2

)2

(1.82)

B (r) = 1 − 2γppn

(

V (r)

c2

)

, (1.83)

où les valeurs de αppn, βppn et γppn sont définies par la théorie. Ces paramètres définissent des
perturbations de la géométrie du temps et de l’espace respectivement.

La valeur du paramètre αppn est liée au respect du Principe d’Equivalence. Dans le cadre
d’une théorie métrique, les équations du mouvement (1.32) dans la limite non relativiste
s’écrivent

ai = −αppn
∂V (r)

∂xi
. (1.84)

Par extension, nous admettons cette équation comme définition du mouvement non relativiste :
αppn est le rapport entre les masses gravitationnelle et inertielle du corps considéré. Aussi, le
Principe d’Equivalence, demandant l’égalité entre la masse inertielle d’un corps et sa masse
gravitationnelle (voir (1.11)), peut être identifié par la contrainte5

α(EP )
ppn = 1 . (1.85)

Les paramètres βppn et γppn définissent les corrections relativistes du premier ordre au
mouvement des corps (développement post-newtonien d’ordre 1 (1PN)). Notre analyse des
théories linéarisées nous donne les valeurs des paramètres αppn et γppn pour la Relativité
Générale et les théories de Brans-Dicke (à partir des solutions (1.29) à (1.31) et (1.69) à

5En fait, pour Newton (voir (1.8)), la propriété qui régule la réponse d’un corps à la gravitation est appelée
masse gravitationnelle passive mP

gr, alors que la masse mA
gr qui définit le potentiel source V (r) = −GmA

gr/r ,
est dite masse gravitationnelle active. Une différence de la première à la masse inertielle est une violation claire
du Principe d’Equivalence. La seconde pourrait aussi a priori être différente de la masse inertielle min du corps
source... Dans le cadre de la paramétrisation d’Eddington-Robertson, ceci définirait un paramètre αppn dont
la différence à l’unité ne serait que fonction du corps source, sans remise en cause du Principe d’Equivalence.
Mais le principe de l’action et de la réaction demande en fait que les masses gravitationnelles passive et active
soient égales (mgr ≡ mP

gr = mA
gr). Ainsi, le Principe d’Equivalence impose que le paramètre αppn soit universel

(indépendant des corps considérés), ce qui revient à demander qu’il soit égal à l’unité.
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(1.71), respectivement)6. Le développement de la solution de Schwarzschild (solution exacte à
symétrie sphérique) en Relativité Générale et de la solution correspondante dans les théories
scalaire-tenseur permet d’obtenir les paramètres post-newtoniens à tous les ordres, notamment
βppn. Dans la limite où les énergies de liaison gravitationnelles internes sont négligeables, nous
avons

α(rg)
ppn = 1 α(bd)

ppn = 1 (1.86)

γ(rg)
ppn = 1 γ(bd)

ppn =
ω + 1

ω + 2
=

1 − α2

1 + α2
(1.87)

β(rg)
ppn = 1 β(bd)

ppn = 1 . (1.88)

Phénomènes relativistes et contraintes expérimentales

Trois tests fondamentaux ont permis l’établissement de contraintes expérimentales sur les
paramètres βppn et γppn

7. Les mesures de déflexion de la lumière au voisinage du Soleil et
de l’effet Shapiro ont permis de contraindre la valeur de γppn. L’analyse de la précession du
périhélie de l’orbite de Mercure donne une limite sur βppn.

Dans le cadre des théories métriques de la gravitation, un rayon lumineux passant à une
distance d d’une source M est défléchi (indépendamment de sa fréquence) suivant un angle
(en radians)

δθ =

(

αppn + γppn

2

)

4GM

dc2
. (1.89)

Nous considérons la déflexion de la lumière au voisinage du Soleil. La masse M� ' 1.99 ×
1030 kg correspond à un rayon de Schwarzschild de l’ordre de 2GM�/c

2 ' 2.95 km. Le résultat
d’une dérivation“classique”utilisant uniquement le Principe d’Equivalence dans un espace plat
ne fournit que le coefficient αppn/2 = 1/2. La courbure de l’espace au voisinage du Soleil, induit
une déflexion supplémentaire, définie par γppn/2 et fonction de la théorie métrique considérée.
La déflexion d’un rayon lumineux en incidence rasante (d = r� ' 6.96 × 108m) par rapport
au Soleil est par conséquent donnée comme

δθmax ' 1.75
1 + γppn

2
arcsec. (1.90)

Eddington a vérifié la prédiction de la Relativité Générale par l’observation de la déflexion de
la lumière optique d’étoiles durant une éclipse solaire. Ces premières expériences étaient cepen-
dant entachées d’imprécisions importantes. Le développement du V LBI (Very-Long-Baseline
radio Interferometry) permet aujourd’hui des mesures beaucoup plus précises. Ces techniques
d’interférométrie résolvent des séparations angulaires aussi petites que 100 microarcsecondes.
L’analyse la plus récente de la déflexion de la lumière émise par des quasars (quasi stellar radio
sources) passant à proximité du Soleil donne (1 + γppn)/2 = (0.99992 ± 0.00014) [Eub99]. La

6Un formalisme plus général développé par Will et Nordtvedt [Wil93a], introduisant d’autres potentiels
métriques, et tenant compte notamment des vitesses et de la structure des sources, permet de paramétriser
un ensemble beaucoup plus large de théories métriques. Ce formalisme PPN (Parametrized-Post-Newtonian)
comprend 10 paramètres (β, γ, ξ, α1, α2, α3, ζ1, ζ2, ζ3, ζ4) au premier ordre post-newtonien. Néanmoins, les seuls
paramètres non nuls dans le cadre restreint des théories métriques scalaire-tenseur que nous considérons ici
sont les paramètres (β, γ).

7Conformément aux résultats expérimentaux exposés dans la section suivante, l’hypothèse du Principe
d’Equivalence (αppn = 1) est parfaitement justifiée dans ce régime de champ faible.



1.4. TESTS CLASSIQUES 25

contrainte correspondante sur la déviation du paramètre γppn par rapport à sa valeur unité
en Relativité Générale s’écrit

|γppn − 1| ≤ 3 × 10−4 (V LBI) . (1.91)

Notons qu’il s’agit de la mesure actuelle la plus précise (de l’ordre du centième de pourcent)
de l’accord entre la Relativité Générale et l’expérience. Dans le cadre des théories scalaire-
tenseur, ce résultat correspond aussi à la contrainte la plus forte connue aujourd’hui sur le
couplage scalaire,

α2
(exp) ≤ 1.4 × 10−4

(

ω(exp) ≥ 3500
)

. (1.92)

Les théories de la gravitation prédisent aussi l’allongement du temps d’aller-retour d’un
signal radar envoyé à partir de la Terre vers une planète ou un satellite et passant à proximité
du Soleil. Ce retard trouve son origine dans une modification de la vitesse de la lumière dans
un champ de gravitation (celui du Soleil en l’occurrence). Il est donné par

δt = 2 (αppn + γppn)
GM�

c3
ln

[

(rt + ~xt · ~n) (re − ~xe · ~n)

d2

]

, (1.93)

où ~xt et ~xe sont respectivement les vecteurs joignant le Soleil à la Terre et à la planète
extérieure, rt et re, les distances correspondantes. d est la distance de plus proche approche
du signal radar par rapport au Soleil. Pour un rayon passant près du Soleil,

δt '
(

1 + γppn

2

)[

239 − 19.7 ln

(

d2

re

)]

µs , (1.94)

où d est la distance de plus proche approche exprimée en rayons solaires et re la distance
du Soleil à la planète ou au satellite, en unités astronomiques8. Les cibles employées pour
la vérification expérimentale de cet effet découvert par Shapiro en 1964 incluent des planètes
telles que Mercure et Vénus aussi bien que des satellites artificiels, notamment les Viking Mars
landers et orbiters. La mesure du spectre logarithmique de cet effet Shapiro en fonction de la
distance de plus proche approche a permis une seconde détermination précise du paramètre
γppn. L’expérience Viking [Rea79] donne une précision de l’ordre du dixième de pourcent sur
la mesure de ce paramètre :

|γppn − 1| ≤ 2 × 10−3 (Shapiro) . (1.95)

Le troisième grand test de la gravitation que nous développons dans cette section est
l’étude du décalage anomal du périhélie de l’orbite de Mercure. Ce problème est resté non
résolu plus d’un demi-siècle après l’annonce par Le Verrier en 1859 d’une avance inexpliquée
du périhélie de Mercure, après soustraction de différents effets, notamment des perturbations
du mouvement képlérien dues à la présence des autres planètes. La valeur expérimentale
actuelle de ce décalage est de l’ordre de 43 secondes d’arc par siècle. Différentes propositions
ad hoc ont été avancées sans succès : l’existence d’une nouvelle planète près du Soleil (Vulcain),
un anneau de planétöıdes, un moment quadrupolaire du Soleil ou encore une déviation de la
loi de gravitation en 1/r2. La théorie d’Einstein explique cet effet par une simple correction
relativiste au mouvement. Dans le cadre général de la paramétrisation d’Eddington-Robertson,

8L’unité astronomique est définie par la distance moyenne Terre - Soleil : 1UA ' 1.50 1011m.
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le décalage angulaire relativiste ∆ω du périastre de l’orbite d’un système binaire de masses
est donné, en radians par révolution, par

∆ω =
1

3

(

2αppn + 2γppn − βppn

αppn

)

6πGM

ac2 (1 − e2)
. (1.96)

Les grandeurs a et e sont respectivement le demi-grand axe et l’excentricité de l’orbite ; M
est la masse totale du système. La valeur de la précession du périhélie de Mercure en secondes
d’arc par siècle est de

ω̇ ' 43.0

(

2 + 2γppn − βppn

3

)

arcsec siè−1 . (1.97)

La mesure expérimentale de ce décalage donne la contrainte [Sha90]

|βppn − 1| ≤ 3 × 10−3 (Mercure) . (1.98)

Remarquons que le moment quadrupolaire du Soleil, dû à sa rotation propre, est théoriquement
une source de précession du périhélie de l’orbite de Mercure, d’origine purement newtonienne.
La présence d’un moment quadrupolaire non nul implique en effet un terme anomal en 1/r3

dans le potentiel gravitationnel du Soleil. Ce terme induit une modification du mouvement
de Mercure par rapport à l’orbite képlérienne, qui peut s’exprimer à travers la précession
de son périastre. Cependant, l’amplitude de cet effet est inférieure à l’erreur sur la valeur
expérimentale de la précession. Cette perturbation classique peut par conséquent être négligée,
et l’entièreté de la précession peut être attribuée à un effet relativiste, menant à la contrainte
donnée ci-dessus pour le paramètre post-newtonien βppn.

Ces trois grands tests de la gravitation en champ faible nous donnent déjà des contraintes
importantes sur les paramètres post-newtoniens. Dans la section suivante, nous étudions
d’autres tests expérimentaux de la gravitation, qui sondent la théorie directement dans l’hy-
pothèse du Principe d’Equivalence.

1.5 Principes d’Equivalence

Fondamentalement, le Principe d’Equivalence tel que nous l’avons déjà défini postule
l’équivalence locale entre un champ de gravitation et l’accélération d’un système de réfé-
rence. En d’autres mots, il postule l’universalité de la chute libre (locale) des corps dans un
champ de gravitation. Dans le cadre de la théorie de Newton, il identifie masse inertielle et
masse gravitationnelle. Il est défini aujourd’hui sous plusieurs formes dont chacune est sujette
à différentes vérifications expérimentales. Les différentes théories métriques de la gravitation
incluent ce principe à des niveaux divers. Par conséquent, les tests expérimentaux du Principe
d’Equivalence sont aussi des tests pour la théorie de la gravitation [Wil93a, Wil01, Dam01].

Principe d’Equivalence Faible

Nous avons déjà défini le Principe d’Equivalence dans sa version Faible (WEP pour Weak
Equivalence Principle) :

“Tous les corps-tests tombent dans un champ gravitationnel avec la
même accélération, indépendamment de leur masse et de leur structure
interne.”
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Un test expérimental direct du Principe d’Equivalence Faible consiste en la comparaison de
l’accélération de corps-tests de compositions différentes en laboratoire9, dans un champ gravi-
tationnel externe donné. L’énergie de masse de tout corps est donnée par la somme des énergies
de masse des constituants, ainsi que des énergies de liaison internes : électromagnétique, faible
ou forte. Ce principe postule l’équivalence entre masse inertielle et masse gravitationnelle des
corps-tests. Nous pouvons ainsi paramétriser une violation du Principe Faible par une contri-
bution inégale des différents types d’énergies de liaison (non gravitationnelles) à la masse
inertielle et à la masse gravitationnelle :

mgr = min +
∑

A

ηAE
A

c2
, (1.99)

où EA est l’énergie de liaison associée à l’interaction A, et ηA le paramètre sans dimension
correspondant, mesurant l’amplitude de la violation. Cette paramétrisation revient à définir
un paramètre αppn (voir (1.84)) fonction des énergies de liaison du corps a considéré (l’indice

in est sous-entendu pour la masse ma) :

αa(WEP )
ppn = 1 +

∑

A

ηA EA

mac2
. (1.100)

La différence relative d’accélération pour deux corps de compositions différentes dans un
champ gravitationnel externe définit le “rapport d’Eötvös” suivant :

ηWEP =
2 (a1 − a2)

a1 + a2
=

∑

A

ηA

(

EA
1

m1c2
− EA

2

m2c2

)

(1.101)

= α1(WEP )
ppn − α2(WEP )

ppn , (1.102)

où a1 et a2 sont les accélérations des corps considérés, et m1 et m2, les masses inertielles
correspondantes. Toute contrainte expérimentale sur ce rapport ηWEP donne une limite sur
les paramètres de violation ηA.

Ce Principe est soumis aux vérifications expérimentales depuis Newton et ses expériences
pendulaires. Eötvös, à la fin du dix-neuvième siècle, établit l’équivalence entre masse inertielle
et masse gravitationnelle avec une précision déjà importante de 10−9 sur le paramètre ηWEP .
Aujourd’hui, les tests de précision du Principe Faible sont basés sur des expériences du type
de celle initiée par Eötvös. Dans les balances à torsion modernes, deux objets de compositions
différentes sont reliés par une tige et suspendus horizontalement à un fin câble. Toute différence
d’accélération des deux corps induit une torsion dans le câble de suspension, fonction de l’angle
entre ce câble et la direction de l’accélération gravitationnelle ~g. Si l’ensemble du système est
en rotation autour d’une direction donnée avec une vitesse angulaire ω, la torsion est modulée
sur la période 2π/ω. Ces expériences sont réalisées aussi bien dans le champ de la Terre, que
celui du Soleil, ou de la Galaxie. Les résultats les plus récents [Su94] vérifient l’universalité de
la chute libre avec une précision plus de mille fois supérieure aux expériences originales :

ηWEP ≤ 10−12 (Eötvös). (1.103)

9L’énergie de liaison gravitationnelle des corps étudiés en laboratoire est parfaitement négligeable
(Egr/mc2 ≤ 10−27). Il s’agit donc bien de l’étude de corps-tests.
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Principe d’Equivalence d’Einstein

Le Principe d’Equivalence d’Einstein (EEP pour Einstein Equivalence Principle) postule :

“Le Principe d’Equivalence Faible est respecté. De plus, le résultat de
toute expérience non gravitationnelle locale est indépendant de où et
quand dans l’univers elle est réalisée, ainsi que de la vitesse de chute
libre du référentiel dans lequel elle est réalisée.”

De par leur définition même, les théories métriques intègrent ce Principe. En effet, elles pos-
tulent d’une part le mouvement géodésique des corps-tests et, d’autre part, que les lois non
gravitationnelles de la physique dans un référentiel en chute libre locale sont celles de la Re-
lativité Restreinte (la métrique s’y réduit donc à la métrique de Minkowski ηµν). Le mouve-
ment géodésique assure la vérification du Principe Faible. Le respect des lois de la Relativité
Restreinte localement dans un référentiel en chute libre, implique automatiquement l’indé-
pendance par rapport à la vitesse de chute libre (invariance sous Lorentz) et au point de
l’espace-temps considéré (invariance sous translation dans l’espace-temps).

Techniquement, une théorie de la gravitation est métrique, ou vérifie le Principe d’Equi-
valence d’Einstein donc, si la densité lagrangienne de matière ne dépend que des champs de
matière et de la métrique de l’espace-temps uniquement (pas d’éventuels champs auxiliaires,
tel que le scalaire des théories de Brans-Dicke) : Lmat ≡ Lmat(Ψ, gµν). En effet, nous avons vu
que cette structure implique le mouvement géodésique (1.21) des corps-tests, par l’intermé-
diaire des lois de conservation covariantes (1.13). Aussi, par changement de coordonnées, il est
possible d’annuler les symboles de Christoffel (Γα

µν(~x0) = 0) en un point ~x0, se plaçant ainsi
dans le référentiel en chute libre en ce point. D’une part, l’accélération gravitationnelle de
chaque corps-test y est réduite à zéro localement, ce qui n’est qu’une formulation alternative
de la chute libre universelle. D’autre part, les autres interactions10, couplées à la gravitation
par l’intermédiaire de la connexion Γα

µν , sont réduites en ce point à leur structure originale
en l’absence de gravitation. Cette structure est dictée par les lois de la Relativité Restreinte
si nous postulons indépendamment que la valeur asymptotique de la métrique est celle de
Minkoswki.

Au niveau expérimental, l’invariance sous les transformations de Lorentz locales est testée
avec grande précision à travers la constance de la vitesse de la lumière c. L’invariance sous
translation dans le temps est aussi vérifiée, à travers la constance dans le temps des constantes
fondamentales de la physique, telles que la constante de structure fine αem, par exemple.
L’indépendance relative à la position est aujourd’hui mesurée précisément par des expériences
bien connues de dilatation du temps et de redshift gravitationnel (décalage vers le rouge). Les
expériences de redshift gravitationnel constituent le premier test de gravitation proposé par
Einstein, même si nous nous rendons compte qu’il ne permet en fait en rien une distinction
entre la Relativité Générale elle-même et les autres théories métriques. Une expérience typique

10Considérons l’interaction électromagnétique. Nous utilisons les unités de Lorentz-Heaviside : ε0 = µ0 = 1
et αem = e2/4π~c, où ~ est la constante de Planck et e la charge de l’électron. Le potentiel vecteur est défini en

dimension par [Aµ] =
[

c4/G
]1/2

. Les équations pour l’électromagnétisme en présence de gravitation s’écrivent
dès lors

F νµ
pν =

1

c
jµ

F[µνpρ] = 0 ,

où jµ est la densité de courant électromagnétique. Cette structure se réduit bien aux équations de Maxwell en
Relativité Restreinte si et seulement si la connexion Γα

µν s’annule.
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de redshift gravitationnel consiste à mesurer le décalage en fréquence ∆ν = ν2−ν1 entre deux
standards de fréquences identiques (deux horloges identiques), placés au repos en deux points
différents, ~x1 et ~x2, dans un champ gravitationnel statique. Le phénomène sous-jacent utilisé
n’est autre que la dilatation du temps au voisinage d’une source gravitationnelle :

dτ =
√

g00(~x)dt . (1.104)

Sous la paramétrisation d’Eddington-Robertson, nous avons (soit toujours r = |~x|)

dτ '
(

1 +
V (r)

c2

)

dt , (1.105)

dans la mesure où le Principe Faible est vérifié (αppn = 1). Dans le cadre d’une théorie
métrique, l’invariance locale relative à la position dans l’espace donne le décalage comme

∆ν

ν
=

∆V

c2
, (1.106)

où ∆V = V (r2) − V (r1) est la différence des valeurs du potentiel gravitationnel aux deux
points considérés. Ainsi, nous pouvons introduire dans l’expression précédente un paramètre
α′

(EEP ), dont une valeur non nulle (fonction des caractéristiques de l’horloge et du point de

l’univers considéré) exprimerait une violation du Principe d’Equivalence d’Einstein :

∆ν

ν
=
(

1 + α′
(EEP )

) ∆V

c2
. (1.107)

Les expériences de Pound-Rebka-Snider entre 1960 et 1965 en donnent les premiers tests de
haute précision. Elles étudient le décalage de la fréquence d’un photon (gamma) émis par une
source de 57Fe après son ascension ou sa chute dans une tour d’une vingtaine de mètres de
haut. Le décalage en fréquence du photon à l’arrivée est mesuré à partir du taux d’absorption
par un atome de fer identique. L’utilisation de l’effet Mössbauer11 par implantation de la
source dans un cristal permet d’assurer une largeur de résonance faible et ainsi d’atteindre une
grande précision dans la mesure du décalage en fréquence. L’accord avec les théories métriques
est établi avec une précision de l’ordre du pourcent. Plus récemment, les mesures prises par
le satellite artificiel Galilée pour le redshift gravitationnel de photons provenant du Soleil
ont atteint la même précision. D’autres expériences ont été réalisées, analysant directement
la dilatation du temps à travers le décalage d’horloges transportées en différents points du
champ gravitationnel de la Terre. La mesure la plus précise donne un accord avec le Principe
d’Equivalence d’Einstein avec une précision meilleure que le centième de pourcent [Ves80] :

α′
(EEP ) ≤ 7 × 10−5 . (1.108)

Principe d’Equivalence Fort

Toutes les théories métriques de gravitation incluent le Principe d’Equivalence Faible et le
Principe d’Equivalence d’Einstein, tous deux confirmés avec une grande précision expérimen-
tale. Cependant la Relativité Générale définit une version plus forte du Principe d’Equivalence,
qui la distingue d’autres théories métriques, telles que les théories de Brans-Dicke par exemple.
Le Principe d’Equivalence Fort (SEP pour Strong Equivalence Principle) postule :

11Selon cet effet, l’implantation dans un cristal permet de geler l’atome et de transmettre l’effet de recul dû
à l’émission du photon au réseau cristallin lui-même.
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“Le Principe Faible est respecté pour les corps compacts (c’est-à-dire
dont les énergies de liaison gravitationnelles internes sont non négli-
geables) aussi bien que pour les corps-tests. Le résultat de toute ex-
périence locale est indépendant de où et quand dans l’univers elle est
réalisée, ainsi que de la vitesse de chute libre du référentiel dans lequel
elle est réalisée, que cette expérience soit de nature gravitationnelle ou
non gravitationnelle.”

(Effet Nordtvedt)

Au sein des théories scalaire-tenseur qui nous intéressent, les violations possibles du Prin-
cipe Fort trouvent leur origine dans une dépendance spatiale ou temporelle de la constante de
gravitation universelle :

G→ G (x) . (1.109)

Le raisonnement qui suit montre que cette dépendance induit automatiquement une violation
de l’universalité de la chute libre pour les corps compacts. Considérons en effet un corps
compact, c’est-à-dire un système dans lequel les énergies de liaison gravitationnelles sont
importantes, mais dont l’étendue est suffisamment restreinte pour nous permettre de négliger
les inhomogénéités du champ gravitationnel externe en son sein. Outre les énergies de liaison
électrofaible et forte, nous devons maintenant tenir compte des énergies gravitationnelles dans
la masse (inertielle) totale du système :

m =

∫

d3~x ρ (~x) +
Egr

c2
+ ... , (1.110)

où l’énergie de liaison gravitationnelle Egr est donnée par

Egr = −1

2

∫

d3~x

∫

d3~x ′ Gρ (~x) ρ (~x ′)

|~x− ~x ′|c2 , (1.111)

et ρ(~x) est la densité de matière au sein du corps considéré. La dépendance de la constante de
Newton dans le point de l’espace-temps implique donc la définition d’une masse variable. La
partie de l’action définissant le mouvement des corps dans une théorie métrique (voir (1.15))
doit par conséquent être généralisée sous la forme

Smat = −c
∑

a

∫

ma (x) dsa . (1.112)

Les équations de “conservation” correspondantes sont

Tµν
pν =

∂T

∂xµ
, (1.113)

dont le terme de droite brise la loi de conservation de la masse établie dans l’équation (1.18),
en accord avec le fait que la masse est fonction du point de l’espace-temps. Les équations du
mouvement pour un corps compact s’écrivent dès lors

u̇α + Γα
µνu

µuν = c2
d lnm

dxµ

(

gµα − uµuα

c2

)

. (1.114)
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La relation

−d lnm

d lnG
=

|Egr|
mc2

, (1.115)

donne les équations du mouvement suivantes dans la limite non relativiste (soit ~g l’accélération
newtonienne standard) :

~a− ~g = c2~∇ lnG
|Egr|
mc2

. (1.116)

Une dépendance de la constante de Newton en fonction de la position implique donc
automatiquement la violation de l’universalité de la chute libre des corps compacts. Nous
pouvons paramétriser la dépendance spatiale de G par un développement en fonction du
potentiel newtonien des sources, à l’instar du développement d’Eddington-Robertson (1.81)
pour la métrique :

G(~x) = G

(

1 + ηgr V (r)

c2

)

. (1.117)

Le paramètre ηgr sans dimension définit le développement au premier ordre post-newtonien,
et G est la valeur expérimentale de la constante de Newton, déterminée par la distribution
cosmologique de matière. L’accélération quasi-newtonienne des corps compacts admet donc
un terme anomal fonction de son énergie de liaison gravitationnelle interne :

~a =

(

1 − ηgr |Egr|
mc2

)

~g . (1.118)

Cet effet à été étudié par Nordtvedt en 1968 [Nor68a, Nor68b]. Exactement comme nous l’avons
imaginé pour les autres interactions (voir (1.99)), cette paramétrisation revient à considérer
que l’énergie de liaison gravitationnelle des corps contribue de manière inégale à leurs masses
inertielle et gravitationnelle,

mgr = min − ηgr |Egr|
c2

. (1.119)

La violation de la chute libre universelle est ainsi associée à un paramètre αppn fonction des
énergies de liaison gravitationnelles du corps a considéré :

αa(SEP )
ppn = 1 − ηgr |Egr|

mc2
. (1.120)

Dans le cadre des théories métriques, c’est la seule déviation admise à la valeur unitaire du
paramètre αppn (voir (1.85)).

(Limites expérimentales)

L’existence d’une telle accélération anomale peut être étudiée expérimentalement au sein
même de notre système solaire. Si l’effet Nordtvedt est présent, la Terre doit tomber vers
le Soleil avec une accélération légèrement différente de celle de la Lune. Il en résulte une
polarisation de l’orbite de la Lune autour de la Terre, en direction du Soleil. Cette polarisation
représente une perturbation cyclique de la distance Terre - Lune de la forme

δr = 13.1ηgr cos (ω0 − ωs) t m , (1.121)

où ω0 et ωs sont les fréquences angulaires de rotation respectives de la Lune et du Soleil autour
de la Terre (voir [Wil01] et références pour la valeur exacte du coefficient numérique). Depuis
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1969, des mesures régulières de la distance Terre - Lune sont réalisées grâce au réflecteur laser
déposé sur le sol lunaire par la mission Apollo 11. Cette expérience de Télémétrie - Laser
- Lune (TLL) mesure aujourd’hui le temps d’aller-retour des signaux laser entre différents
observatoires sur Terre et la Lune. La distance Terre - Lune est ainsi mesurée avec une précision
de l’ordre du centimètre. Cette observation donne a priori une limite directe sur le paramètre
ηgr, en termes de la relation (1.121).

Remarquons cependant que tous les tests du Principe d’Equivalence en laboratoire donnent
des contraintes pures sur le Principe Faible, les énergies de liaison gravitationnelles étant par-
faitement négligeables par rapport aux autres interactions. Mais à l’inverse, toute expérience
directe de la violation du Principe d’Equivalence dans des systèmes de corps célestes est un
test combiné des Principes d’Equivalence Faible et Fort. Tous les types d’énergies de liaison
peuvent contribuer à une différence entre masse inertielle et masse gravitationnelle, c’est-à-dire
à une valeur anomale du paramètre αppn :

αa(WEP+SEP )
ppn − 1 =

∑

A

ηA EA

mac2
− ηgr |Egr|

mac2
. (1.122)

Substituant cette relation dans les équations (1.101) et (1.102), nous obtenons le rapport
d’Eötvös pour les accélérations de la Lune et de la Terre en direction du Soleil. Il s’exprime
comme la somme des contributions associées à la violation du Principe Faible et du Principe
Fort respectivement :

η =
δa

as
= ηWEP + ηSEP , (1.123)

où

ηWEP =
δaWEP

as
=
∑

A

ηA

(

EA
t

mtc2
− EA

l

mlc2

)

, (1.124)

et

ηSEP =
δaSEP

as
= −ηgr

( |Egr
t |

mtc2
− |Egr

l |
mlc2

)

. (1.125)

Si nous voulons obtenir une limite pure sur le Principe d’Equivalence Fort, il est nécessaire de
soustraire aux résultats de télémétrie l’éventuelle anomalie due à la différence de composition
de la Terre et de la Lune (c’est-à-dire à la violation du Principe Faible). La limite obtenue sur
le mouvement anomal du système Terre - Lune, transposée en termes de la différence de leurs
accélérations δa = (at−al) dans le champ du Soleil donne la contrainte [Dic94, WND96, Mül99]

δa(TLL)

as
= (3.2 ± 4.6) × 10−13 , (1.126)

où as = (at + al)/2. Les limites habituelles sur le paramètre ηWEP en laboratoire sont de
l’ordre de ηWEP ≤ 10−12, mais une contrainte spécifique existe, ηWEP ≤ 4 × 10−13 , pour
l’accélération relative de corps dont les compositions simulent celles de la Terre et de la Lune
[Bae99]12. L’incertitude résultante sur l’amplitude de l’effet Nordtvedt est donnée par

ηSEP = η − ηWEP (1.127)

= (−0.4 ± 5.5) × 10−13 . (1.128)

12Le cœur de la Terre est essentiellement composé de fer et de nickel, alors que la structure de son man-
teau comme celle de la Lune est faite de silicates. L’expérience en laboratoire consiste à mesurer l’(absence
d’)accélération relative entre deux corps-tests, l’un dont la structure s’apparente à celle du cœur terrestre, et
l’autre simulant la composition de la Lune et du manteau terrestre. La limite sur l’accélération relative de la
Terre et de la Lune due à la différence de leurs compositions est ainsi donnée en fonction de la limite pour les
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Les énergies de liaison gravitationnelles par unité de masse de la Lune et de la Terre étant
données par |Egr

l |/mlc
2 = 0.2 × 10−10 et |Egr

t |/mtc
2 = 4.6 × 10−10, nous obtenons la limite

supérieure suivante sur le paramètre de violation du Principe d’Equivalence Fort :

|ηgr| ≤ 1.3 × 10−3 (TLL) . (1.129)

L’effet Nordtvedt trouve son origine dans la dépendance spatiale de G. Mais la dépendance
de la constante de gravitation en fonction de la position dans l’espace-temps constitue en tant
que telle une violation du Principe d’Equivalence Fort. Un second type de test expérimental
est généralement avancé, qui consiste en l’étude des variations temporelles de la constante de
Newton. La plupart des théories de la gravitation qui violent le Principe Fort prédisent une telle
variation de G au cours de l’évolution de l’univers. Différentes contraintes observationnelles
peuvent être placées sur le rapport Ġ/G, par l’étude de l’évolution du Soleil, par l’observation
d’occultations lunaires, par les mesures de télémétrie, ou encore par l’étude du mouvement
orbital de pulsars binaires. Les meilleures limites [Wil01] viennent cependant des expériences
de télémétrie lunaire ainsi que vers les sondes Viking, donnant une variation maximale relative
par année de

Ġ

G
≤ 10−12 an−1 . (1.130)

Notons pour terminer que la prise en compte des données de télémétrie lunaire les plus récentes
[Wil00] semble déjà poser des contraintes meilleures par rapport aux résultats publiés [Dic94,
WND96, Mül99] pour le paramètre ηgr et pour le taux de changement de G.

Il nous reste à comprendre les raisons profondes qui font que la Relativité Générale se
distingue des autres théories métriques de gravitation par l’inclusion du Principe d’Equivalence
dans sa version forte. Ceci nous permettra d’interpréter toutes les contraintes expérimentales
sur ce dernier comme des tests de précision de la théorie d’Einstein, notamment face aux
théories scalaire-tenseur.

Champs auxiliaires et Principe d’Equivalence Fort

L’étude du Principe d’Equivalence Fort se résume à l’analyse d’expériences gravitation-
nelles locales (en chute libre) et de l’accélération de corps compacts dans un champ gravita-
tionnel. Le raisonnement qui suit montre dans un premier temps que la présence de champs de
gravitation auxiliaires implique une violation du Principe d’Equivalence Fort (condition suffi-
sante). Nous suggérons ensuite que l’absence de champs de gravitation auxiliaires en Relativité
Générale implique le respect du Principe d’Equivalence Fort (condition nécessaire).

Nous considérons donc une quelconque théorie métrique de la gravitation, au sein de
laquelle des champs de gravitation auxiliaires, tels que le champ scalaire de Brans-Dicke, se
couplent à la métrique (exclusivement). Nous étudions un système de masses en interaction
gravitationnelle dans un référentiel en chute libre locale. Le comportement du système est
défini par la métrique. Dans un premier temps, les solutions pour la métrique et les autres
champs de gravitation dans l’environnement gravitationnel extérieur au système local doivent

corps étudiés en laboratoire (δatest) par

δaWEP = (ft − fl) δatest ,

où ft = 0.382 et fl = 0.101 sont les fractions respectives des masses de la Terre et de la Lune, faites de fer et
de nickel.
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être définies. Les solutions pour les champs de gravitation générés par le système lui-même
sont ensuite établies en fonction des valeurs aux limites données par les champs extérieurs.
Dans un référentiel en chute libre locale, la valeur de la métrique aux frontières du système
est donnée par la métrique de Minkowski. Mais les valeurs limites des champs auxiliaires
(couplés à la métrique) influencent la structure de la métrique interne générée par le système.
Le résultat d’expériences gravitationnelles locales dépend ainsi de la position et de la vitesse
de chute libre du système. Par contre, les expériences non gravitationnelles ne sont en rien
affectées, puisque les champs gravitationnels qu’elles génèrent sont supposés négligeables et
que les champs auxiliaires, définis par leurs valeurs aux frontières, ne sont pas directement
couplés à la matière. La présence de champs de gravitation auxiliaires est donc associée à une
violation du Principe d’Equivalence Fort.

La Relativité Générale identifie la métrique de l’espace-temps comme unique champ de
gravitation. D’une part, en vertu du raisonnement précédent, la métrique générée par un
système en chute libre locale n’y est fonction que des propriétés du système. Elle est donc
indépendante du point et de la vitesse de chute libre. D’autre part, nous vérifions dans la
section suivante que l’accélération des corps compacts dans un champ gravitationnel y est
effectivement universelle, du moins dans la limite non relativiste13.

Théories de Brans-Dicke pour des corps compacts

Nous pouvons finalement étudier le Principe d’Equivalence Fort, dans le cadre restreint
de la Relativité Générale et des théories de Brans-Dicke. D’une part, la constante de Newton
dépend de la valeur asymptotique du champ scalaire :

G→ G (Φb (x)) . (1.131)

La dépendance explicite est donnée par l’équation (1.65). Il en résulte immédiatement que le
résultat d’une expérience locale gravitationnelle (expérience de Cavendish ou autre) est évi-
demment fonction du point de l’espace-temps où elle est réalisée, à travers la valeur asymp-
totique locale du champ scalaire.

D’autre part, la détermination du mouvement de corps compacts au sein d’une théorie
métrique est à nouveau définie en deux étapes. D’abord, il faut résoudre les équations de
champs complètes au sein des corps eux-mêmes et dans leur voisinage (l’approximation post-
newtonienne n’étant plus justifiée en champ fort), ainsi que les équations post-newtoniennes
dans les régions séparant les corps entre eux, pour ensuite connecter ces solutions dans la
région intermédiaire. Les contraintes qui en résultent définissent les équations du mouvement
recherchées. Cette approche a été initiée par Einstein, Infeld et Hoffmann, dans le cadre de la
Relativité Générale. Mais, par le raisonnement précédent, nous savons que la structure interne
des corps compacts, et en conséquence leur énergie de masse, est modifiée par la présence de
champs de gravitation auxiliaires :

m→ m (Φb (x)) . (1.132)

Nous adoptons donc ici une approche simplifiée, due à Eardley [Ear75], pour l’étude du mou-
vement des corps compacts. Cette approche consiste à considérer une dépendance explicite
de la masse de ces corps dans la valeur asymptotique locale Φb du champ scalaire, tout en

13Ce résultat est démontré à un ordre supérieur dans l’approximation post-newtonienne [Wil93a, PW02],
mais aucune preuve complète n’est établie à ce jour.
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les considérant comme ponctuels. Les équations de champs et du mouvement sont modifiées
en conséquence et de manière à inclure les effets de violation de Principe d’Equivalence Fort.
Notamment, le mouvement des corps compacts n’est plus géodésique, et dans la limite new-
tonienne, l’accélération anomale associée à l’effet Nordtvedt, conséquence inéluctable de la
dépendance de la constante de gravitation en fonction de la position, apparâıt explicitement.

L’action pour les champs de matière (voir (1.47)) est donc remplacée par

S
(bd′)
mat = −c

∑

a

∫

ma (Φ) dsa . (1.133)

La théorie complète se réécrit donc sous la forme

S(bd′) = − c3

16π

∫

d4x
√−g

(

ΦR− ω

Φ
Φ,αΦ,α

)

+

∫

d4x
√−gLmat (Ψ, gµν ,Φ) , (1.134)

où la dépendance explicite de la densité lagrangienne de matière dans le champ scalaire est
donnée par l’équation (1.133). Les équations de champs (1.48) pour la métrique restent in-
changées, alors qu’un terme supplémentaire apparâıt dans l’équation (1.49) pour le champ
scalaire :

Φpα
pα =

8π

c4
1

2ω + 3

(

T − 2Φ
∂T

∂Φ

)

. (1.135)

Les équations de conservation sont étendues,

Tµν
pν = Φ,µ∂T

∂Φ
, (1.136)

et les équations du mouvement s’ensuivent :

u̇α + Γα
µνu

µuν = c2
d lnm

d ln Φ
ϕ,µ

(

gµα − uµuα

c2

)

. (1.137)

Ces deux dernières expressions découlent immédiatement des relations (1.113) et (1.114) où
la dépendance de la masse dans la position est donnée par la valeur asymptotique locale du
champ scalaire.

L’expression exacte de l’effet Nordtvedt découle en fait directement de la relation (1.65),
qui nous donne le développement (1.117) de la constante de gravitation dans le potentiel
newtonien à travers le champ scalaire induit par la source extérieure. Pour une source non
compacte, le champ scalaire Φb(x) est donné au premier ordre par la solution (1.74) :

ϕ (~x) =
Φb (~x)

Φ0
− 1 = −ξ V (r)

c2
, (1.138)

où V (r) = −GM/r est le potentiel newtonien de la source (r = |~x|). La constante de Newton
(pour le système Terre - Lune dans le champ du Soleil) se développe donc comme

Gb = G

(

1 + ξ
V (r)

c2

)

. (1.139)

Le paramètre associé à l’effet Nordtvedt (voir (1.117) et (1.118)) dans les théories scalaire-
tenseur de Brans-Dicke, est donc donné par le couplage scalaire ξ :

ηgr
(bd) ≡ ξ . (1.140)



36 CHAPITRE 1. THÉORIES DE LA GRAVITATION

Pour être complet, nous mentionnons ici l’expression générale exacte de l’interaction non
relativiste en fonction des énergies de liaison de chacun des corps. L’équation scalaire étant
modifiée pour une source compacte (1.135), le champ scalaire qu’elle développe dans la limite
statique s’exprime au premier ordre comme

ϕ (~x) =
Φb (~x)

Φ0
− 1 = −ξ (1 − 2s)

V (r)

c2
. (1.141)

Le paramètre s ≡ (d lnm/d ln Φ)|Φ0
définit la sensitivité de la masse (source) par rapport au

champ scalaire. Ce champ étant couplé à la métrique, il en modifie les solutions. Notamment,
pour la composante 00 (à travers les solutions inchangées pour la perturbation θµν),

h00 (~x) = (1 − ξs)
2V (r)

c2
. (1.142)

Introduisant ces solutions dans la limite non relativiste de l’équation du mouvement (1.137)
pour un corps de sensitivité s1,

ai = −c2
(

1

2
h00,i + s1ϕ,i

)

, (1.143)

nous obtenons l’accélération, dite quasi-newtonienne, dans le champ d’un corps de sensitivité
s2 :

~a = (1 − ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)~g . (1.144)

De façon générale, nous écrivons encore cette accélération comme purement newtonienne, à
travers la redéfinition de la constante de gravitation pour le système à deux corps considéré :

G12 = (1 − ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)G . (1.145)

En vertu de la relation (1.65) entre la constante de Newton et la valeur limite du champ
scalaire, la sensitivité d’un corps s’identifie à son énergie de liaison par unité de masse :

s =
d lnm

d ln Φ |Φ0

= −d lnm

d lnG
=

|Egr|
mc2

. (1.146)

Ainsi, en particulier, pour une source non compacte, nous retrouvons une fois encore l’ex-
pression de l’effet Nordtvedt. Notons que la compacité de la source (le Soleil) n’entre pas en
compte dans l’étude de la polarisation de l’orbite lunaire (au premier ordre dans les énergies
de liaison), puisque cette polarisation résulte de l’accélération relative de la Lune par rapport
à la Terre dans le champ du Soleil.

Limites expérimentales

Dans le cadre des théories de Brans-Dicke, les limites expérimentales sur la violation du
Principe Fort donnent naturellement une contrainte sur le couplage scalaire. Le résultat (1.129)
donne en effet

ω ≥ 1000 . (1.147)

Cette contrainte est du même ordre de précision que les autres tests en champ faible, confir-
mant les prédictions de la Relativité Générale avec une précision de l’ordre du dixième de
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pourcent. Les résultats de mesures de déflexion de la lumière par le V LBI offrent cependant
toujours la meilleure limite (ω ≥ 3500).

Dans le cadre général des théories métriques, ce paramètre est donné par la combinaison
post-newtonienne suivante :

ηgr = 4βppn − γppn − 3 , (1.148)

expression qui se réduit bien à ηgr = ξ dans le cadre particulier des théories de Brans-Dicke.
Dans ce contexte plus général, les mesures de violation directe du Principe d’Equivalence Fort
offrent la meilleure limite actuelle sur le paramètre βppn (γppn étant mesuré égal à l’unité avec
une précision meilleure par les expériences du V LBI : |γppn − 1| ≤ 3 × 10−4) :

|βppn − 1| ≤ 6 × 10−4 (TLL) . (1.149)

Ce résultat est près d’un ordre de grandeur au-delà de la contrainte obtenue à partir de la
précession du périhélie de Mercure (|βppn − 1| ≤ 3 × 10−3).

1.6 Approche alternative

Jusque-là, nous avons considéré la gravitation dans l’approche géométrique classique qui
lui est propre. Les interactions du Modèle Standard sont décrites dans le formalisme de la
théorie quantique des champs, avec lequel nous supposons le lecteur familier. Dans cette sec-
tion, nous complétons notre étude des phénomènes de gravitation en champ faible dans une
approche rudimentaire de “théorie des champs” pour la description de l’interaction gravita-
tionnelle. Nous considérons les théories linéarisées définies par la Relativité Générale d’une
part, et les théories de Brans-Dicke d’autre part. Dans ce formalisme, les ondes qui propagent
l’interaction classique à la vitesse de la lumière sont décrites en termes de la propagation réelle
et virtuelle de particules non massives (le graviton, d’hélicité 2, et éventuellement une parti-
cule scalaire) en interaction avec les champs du Modèle Standard. Les propagateurs et vertex
d’interaction associés doivent être identifiés. L’interaction classique entre corps est définie en
termes d’une amplitude de diffusion générale, à partir de laquelle nous pouvons réétudier
l’interaction gravitationnelle dans la théorie linéarisée.

Relativité Générale

La théorie linéarisée est donnée par le développement de l’action S(rg) à l’ordre dominant
dans la perturbation hµν . Pour une normalisation canonique, nous redéfinissons la perturba-
tion par un développement dans la constante de couplage κ

gµν = ηµν +
√

2cκhµν , (1.150)
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et l’action d’Einstein pour le champ de gravitation (hµν)
14 en interaction avec les champs de

matière (Tµν) se réduit à

S
(2)
(rg) (hµν , κ) ≡

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

αβ∂µhαβ − 1

4
∂µh∂

µh+
1

2
∂µh∂νhµν

− 1

2
∂νh

µν∂ρhµρ

)

−
√

κ

2c
hµνTµν

]

. (1.151)

Les équations linéarisées (1.23) peuvent être dérivées de cette forme de l’action. Tµν est le
tenseur énergie-moment pour la matière donné dans l’approximation (1.28). Tout comme
dans le cas de l’électromagnétisme, l’introduction d’un terme brisant la symétrie de jauge
est nécessaire pour éviter l’apparition de singularités dans la théorie des champs. Ajoutant le
terme (1/2) ∂ν h̄

µν∂ρh̄µρ, nous réécrivons l’action sous la forme

S
(2)
(rg) (hµν , κ) =

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

αβ∂µhαβ − 1

8
∂µh∂

µh

)

−
√

κ

2c
hµνTµν

]

. (1.152)

Les équations correspondantes sont les équations linéarisées dans la jauge harmonique (1.27).
Dans le vide, ces équations d’ondes définissent la propagation d’une particule non massive, le
graviton :

1

2
2

(

hµν − 1

2
ηµνh

)

= 0 . (1.153)

Les deux polarisations physiques (transverses et sans trace) ainsi que l’hélicité 2 du graviton
sont établies par les propriétés correspondantes des ondes gravitationnelles identifiées par ces
mêmes équations dans l’analyse classique.

Le propagateur du graviton est défini comme fonction de Green des équations du mouve-
ment Gµν,αβ :

1

4
2 [ηµγηνδ + ηµδηνγ − ηµνηγδ]G

µν,αβ
(

x− x′
)

= −1

2

(

δα
γδ

β
δ + δα

δδ
β
γ

)

δ4
(

x− x′
)

. (1.154)

Dans l’espace des moments, pour un moment de transfert q, il est donné par la structure

Gµν,αβ(q) =
ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ

q2 + iε
. (1.155)

Le terme d’interaction (∼ hµνTµν) définit un vertex trilinéaire pour l’interaction entre le champ
de gravitation et la matière, dont le tenseur énergie-moment est une forme quadratique des
champs (pour un champ fermionique ψ autant que pour un scalaire φ, ou un vecteur Vµ) :

hµν

√

κ′

2c T
µν

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.
14Dans le cadre de la théorie des champs, le système d’unités généralement utilisé définit les unités naturelles

~ = c = 1, où ~ est la constante de Planck, et c, la vitesse de la lumière. Sauf mention explicite, nous travaillons
dans les unités standard du système international MKSA, comme nous l’avons fait jusqu’ici dans notre analyse
classique. Toutefois, nous définissons les actions pour les théories de champs dans la normalisation canonique
des termes cinétiques. Ceci revient à redéfinir la dimension des champs, scalaire φ, électromagnétique Aµ,
gravitationnel hµν , ... de la façon suivante :

[φ] = [Aµ] = [hµν ] = ... =
[

c3/G
]1/2

.
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Ainsi, dans l’espace des impulsions, une amplitude d’interaction entre deux champs prend la
forme

M(rg) =
1

c5
N 4π

[

GT (1)
µν G

µν,αβ (q)T
(2)
αβ

]

, (1.156)

où T
(1)
µν et T

(2)
µν sont les expressions des tenseurs énergie-moment pour les champs considérés, en

fonction des impulsions entrantes et sortantes. G est la constante d’interaction, q le moment
de transfert et N , un coefficient de normalisation standard donné par le formalisme de la
théorie des champs.

Théories de Brans-Dicke

Considérons les théories scalaire-tenseur sous leur forme originale (1.47). Nous redéfinissons
à nouveau les perturbations en fonction des couplages tensoriel κ′ et scalaire α2κ′, pour obtenir
une normalisation canonique,

gµν = ηµν +
√

2cκ′hµν

Φ = Φ0

(

1 + α
√

2cκ′ϕ
)

. (1.157)

La théorie linéarisée qui découle du développement de l’action S(bd) à l’ordre dominant dans
les perturbations θµν et ϕ est donnée par

S
(2)
(bd) = S

(2)
(rg)

(

θµν , κ
′
)

+ S
(2)
(sc) (ϕ, α) . (1.158)

L’action

S
(2)
(rg)

(

θµν , κ
′
)

=

∫

d4x

[(

1

4
∂µθ

αβ∂µθαβ − 1

4
∂µθ∂

µθ +
1

2
∂µθ∂νθµν

− 1

2
∂νθ

µν∂ρθµρ

)

−
√

κ′

2c
θµνTµν

]

, (1.159)

donne la théorie linéarisée pour la Relativité Générale (voir (1.151)), à la constante de couplage
près. L’action

S
(2)
(sc) (ϕ, α) ≡

∫

d4x

[

1

2
(∂µϕ∂

µϕ) + α

√

κ′

2c
ϕT

]

, (1.160)

définit l’interaction scalaire, où la trace T est donnée par T = ρc2. L’interaction scalaire-
tenseur se résume donc effectivement à la somme directe de l’interaction tensorielle de la
Relativité Générale et d’une interaction scalaire découplée de la première. Pour le champ
scalaire, les équations d’ondes dans le vide identifient une particule scalaire (d’hélicité nulle)
non massive.

Le propagateur associé est donné par la forme canonique

∆F (q) =
1

q2 + iε
. (1.161)

Le terme d’interaction (∼ ϕT ) définit un vertex trilinéaire pour l’interaction entre le champ
scalaire de gravitation et les champs de matière :

ϕ

α
√

κ′

2c T

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.
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Les amplitudes d’interaction entre deux champs de matière s’écrivent dès lors comme la somme
des amplitudes tensorielle et scalaire correspondantes,

M(bd) = MT + MS (1.162)

=
1

c5
N 4π

[

G′ T (1)
µν G

µν,αβ (q)T
(2)
αβ + α2G′ T (1)∆F (q)T (2)

]

, (1.163)

avec des poids relatifs G′ et α2G′.
Dans chaque théorie, certains phénomènes de champ faible peuvent ainsi être déduits par

le calcul des amplitudes de Feynmann que nous venons de définir. Notamment, le potentiel
classique d’interaction est donné par l’amplitude de diffusion de deux particules dans la limite
non relativiste statique (T µν ≡ ρc2δµ

0δ
ν
0). En Relativité Générale, le potentiel de Newton est

assimilé à l’amplitude de diffusion de deux champs ψ1 et ψ2 par un graviton. Dans le cadre
d’une théorie scalaire-tenseur, l’amplitude du couplage est partagée entre les interactions ten-
sorielle et scalaire :

M(bd) (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

+ ϕ

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

α

α

=
1

c
N
(

1 + α2
)

G′m1m2

(

4π

−~q 2

)

. (1.164)

Le vecteur ~q donne la partie spatiale du moment de transfert. Cette amplitude identifie exac-
tement la transformée de Fourier du potentiel de Newton ((1 + α2)G′ = G). Nous utilisons
cette approche au chapitre 5, dans l’étude de différentes formes de violation du Principe
d’Equivalence au-delà des théories scalaire-tenseur.

Signalons encore que même des phénomènes purement relativistes peuvent être compris
dans le cadre de ce formalisme. La déflexion de la lumière, par exemple, peut être obtenue à
travers l’amplitude de diffusion d’un photon (γ) et d’un scalaire massif (φ) par l’interaction
gravitationnelle. Dans ce cas, la trace du tenseur énergie-moment associé pour le photon étant
nulle (T (γ) = 0, par invariance d’échelle), l’interaction scalaire ne contribue pas à la déflexion
de la lumière :

M(bd) (γφ→ γφ) = hµν

γ γ

φ φ

+ 0 (scalaire) .

La différence de prédiction des théories scalaire-tenseur avec la Relativité Générale pour l’am-
plitude de la déflexion résulte donc uniquement de la différence des constantes de couplage.
Nous retrouvons donc le résultat précédemment établi (voir (1.89)) :

δθ(bd) =
G′

G
δθ(rg) =

1

1 + α2
δθ(rg) =

1 + γ
(bd)
ppn

2
δθ(rg) . (1.165)
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Notons finalement que l’émission d’ondes gravitationnelles pourrait encore être définie à partir
des amplitudes associées aux vertex d’interaction eux-mêmes.

Dans le cadre des théories scalaire-tenseur, le formalisme complet de “théorie des champs”
pour l’étude des phénomènes gravitationnels a été développé jusqu’au second ordre post-
newtonien [DEF96a].

Conclusion

En conclusion, la Relativité Générale passe les tests majeurs de gravitation en champ
faible. La déflexion de la lumière, l’effet Shapiro, la précession du périhélie de Mercure et le
Principe d’Equivalence sont étudiés à travers les paramètres γppn et βppn du développement
post-newtonien d’ordre 1, et leur mesure vérifie les prédictions de la théorie d’Einstein, avec
une précision supérieure au dixième de pourcent. Les meilleures contraintes, définies par la
déflexion de la lumière au voisinage du Soleil et l’étude du mouvement orbital de la Lune
autour de la Terre donnent respectivement |γppn − 1| ≤ 3× 10−4 et |βppn − 1| ≤ 6× 10−4. Ces
contraintes ne permettent pas d’exclure une éventuelle composante scalaire de gravitation,
mais le couplage scalaire associé est au moins quatre ordres de grandeur inférieur au couplage
métrique. Au-delà de l’amélioration de la sensibilité expérimentale de ces mêmes tests, d’autres
laboratoires doivent être imaginés, si nous voulons statuer plus précisément sur l’existence
d’un champ de gravitation auxiliaire. Au chapitre suivant, nous abordons l’étude des ondes
gravitationnelles comme un domaine de test important de nos théories de la gravitation.
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Chapitre 2

Ondes de gravitation

L’étude des radiations gravitationnelles constitue un terrain de test important de la gravi-
tation [Wil01]. L’existence même d’ondes gravitationnelles étant une caractéristique de toute
théorie relativiste de la gravitation, c’est dans les propriétés particulières de ces ondes que la
distinction entre différentes théories peut être réalisée. D’une part, certaines théories (dont
nous ne parlerons pas ici) prédisent une différence entre la vitesse des ondes de gravitation
et la vitesse de la lumière. D’autre part, comme notre analyse de la Relativité Générale et
des théories de Brans-Dicke nous l’a déjà suggéré, la structure des radiations, en termes de
l’hélicité des ondes et des états de polarisation physiques, varie d’une théorie à l’autre. Par
exemple, un mouvement quadrupolaire des sources est nécessaire pour produire des radiations
dans le cadre de la Relativité Générale, alors que l’explosion purement sphérique d’une super-
nova sera déjà source d’éventuelles ondes scalaires. Mais l’analyse de ces propriétés nécessite
la détection directe des ondes. La difficulté majeure rencontrée dans ce domaine est liée à
l’extrême faiblesse des signaux attendus, de par leur nature gravitationnelle même. C’est la
raison pour laquelle aucune confirmation expérimentale directe n’a pu être apportée à ce jour
pour l’existence même des ondes de gravitation1. Cependant, l’émission de radiations gravita-
tionnelles correspond à une perte d’énergie au sein des sources. Cette perte d’énergie peut être
associée à des effets observables pour des sources définissant un champ gravitationnel fort, tels
que la diminution de la période orbitale de systèmes d’étoiles binaires. Ce phénomène a été
mesuré pour la première fois à la fin des années 1970, par Hulse et Taylor, dans une double
étoile à neutrons, le PSRB1913+16, en accord avec les prédictions de la Relativité Générale.
Cette mesure a déjà pu être répétée dans un second pulsar binaire comprenant deux étoiles à
neutrons, le PSRB1534+12. L’analyse de ces deux“laboratoires”constitue aujourd’hui encore
l’unique preuve expérimentale, indirecte, de l’existence des ondes de gravitation. Au-delà de la
théorie d’Einstein, une perte d’énergie propre est associée à chaque composante gravitation-
nelle (tensorielle, scalaire, vectorielle, etc.). Ces contributions s’additionnent et la distinction
entre différentes théories est envisageable à travers l’étude de cette “réaction” des sources de

1La détection directe des ondes gravitationnelles est envisagée à travers deux principes de détection dif-
férents. Les antennes de masses sont des structures importantes dont l’interaction avec une onde incidente
doit produire un phénomène de résonance mécanique détectable. Les interféromètres sont constitués de deux
cavités laser sous vide dont les extrémités sont délimitées par des masses libres de se mouvoir dans le plan
horizontal. L’impact d’une onde produit une modification relative des longueurs des deux bras, analysée par
interférométrie laser. Ces détecteurs devraient permettre, outre la détection des ondes, une analyse détaillée
de leur structure, ainsi que l’étude des systèmes sources (voir [Tho95, Sch99a, Sch99b] dans le cadre de la
Relativité Générale, et [Wil94, Bia98, Fuc00] pour les théories scalaire-tenseur).

43
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radiations gravitationnelles.

La première section de ce chapitre définit le taux d’émission de radiations quadrupolaires
dans le cadre de la Relativité Générale. Nous étudions ensuite en détail le PSRB1913 + 16
(section 2.2), dont l’observation a conduit à l’évidence expérimentale la plus forte pour les
ondes de gravitation. La section 2.3 établit la dominance théorique des radiations scalaires
dipolaires dans le cadre des théories de Brans-Dicke, suggérant déjà que l’étude de la décrois-
sance orbitale de systèmes binaires puisse définir des contraintes importantes sur le couplage
scalaire.

2.1 Quadrupole (Relativité Générale)

L’expression du taux d’émission de radiations gravitationnelles en fonction de la structure
du mouvement des sources est ici dérivée dans le cadre de la Relativité Générale. Seuls les
termes dominants, d’ordre O(1/c5), induits par le mouvement quadrupolaire des sources, sont
définis.

Structure quadrupolaire des ondes de gravitation

Si nous reprenons le développement (1.22) de la métrique, les équations d’Einstein com-
plètes peuvent s’écrire sous forme d’équations d’ondes non linéaires :

2h̄µν + ηµν∂
α∂βh̄αβ − ∂(µ∂

λh̄λν) = −2κτ (rg)
µν . (2.1)

Le pseudo-tenseur τ
(rg)
µν , source de la perturbation h̄µν , est défini par la relation

τ (rg)
µν = Tµν + t(rg)

µν , (2.2)

où

κt(rg)
µν =

(

R(1)
µν − 1

2
ηµνR

(1)

)

−
(

Rµν − 1

2
gµνR

)

, (2.3)

et où l’indice (1) définit le développement au premier ordre dans la perturbation. Les identités
de Bianchi satisfaites par le tenseur de Ricci linéarisé,

(

Rµν(1) − 1

2
ηµνR(1)

)

,ν

≡ 0 , (2.4)

impliquent la conservation locale de τ
(rg)
µν :

τµν(rg)
,ν = 0 . (2.5)

Ces équations définissent le pseudo-tenseur t
(rg)
µν comme le tenseur énergie-moment associé

aux champs de gravitation. Nous avons vu que l’énergie et la quantité de mouvement pour la
matière ne sont conservées que dans la limite non relativiste (T µν

,ν = 0). Les équations (2.5)
sont équivalentes aux relations exactes T µν

pν = 0. Elles donnent une loi de conservation exacte
de l’énergie et de la quantité de mouvement, si les contributions gravitationnelles sont prises
en compte autant que la matière elle-même (voir (2.2)).
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Ainsi, les termes sources des radiations gravitationnelles sont identifiés dans la structure
complète (non linéaire) des équations d’Einstein. Dans la jauge harmonique (1.26), les équa-
tions d’ondes correspondantes s’écrivent

2h̄µν = −2κτµν , (2.6)

où l’indice (rg) est sous-entendu. La solution formelle à ces équations est donnée en termes
d’un potentiel retardé :

h̄µν (~x, t) = −4G

c4

∫

d3~x ′ τµν (~x ′, t− |~x− ~x ′|/c)
|~x− ~x ′| . (2.7)

Nous étudions ces solutions à grande distance R des sources, R� rc (rc identifiant la dimen-
sion caractéristique des sources considérées), et dans la limite de mouvements lents : λ � rc

(λ identifiant la longueur d’onde caractéristique)2. Nous pouvons dès lors écrire la solution en
termes du développement multipolaire suivant :

h̄µν (~x, t) = − 4G

Rc4

∞
∑

m=0

1

m!

∫

d3~x ′

(

~n · ~x ′

c

)m

· ∂
m

∂tm
(

τµν

(

~x ′, t−R/c
))

. (2.8)

Le temps t − R/c identifie l’instant d’émission de l’onde, et le vecteur unitaire ~n = ~x/R
définit la direction source - observateur (ligne de visée), dans un référentiel où la source est
à l’origine. A l’ordre dominant (monopolaire relativement à la source τij), l’amplitude des
radiations gravitationnelles est d’ordre O(1/c4) :

h̄µν (~x, t) = − 4G

Rc4

∫

d3~x ′ τµν

(

~x ′, t−R/c
)

. (2.9)

Remarquons que seules les composantes purement spatiales sont nécessaires à l’identification
de la partie transverse et sans trace (composantes physiques) de ces solutions3. Les équations
de conservation (2.5) impliquent l’identité

∫

d3~x ′ τ ij =
1

2
∂2

0

∫

d3~x ′ x′
i
x′

j
τ00
(

~x ′, t−R/c
)

, (2.10)

donnant une nature quadrupolaire (de masse) à ces ondes. Toujours au même ordre d’ap-
proximation, la composante temporelle du tenseur énergie-moment total est donnée par la
contribution des champs de matière uniquement, les termes gravitationnels (quadratique en
hµν) étant d’ordre supérieur. Les solutions d’onde sont ainsi données en fonction du quadrupole
de masse, sans contribution purement gravitationnelle (tµν) :

h̄ij (~x, t) = − 2G

Rc4
∂2

0

∫

d3~x ′ x′ix
′
jT

00
(

~x ′, t−R/c
)

(2.11)

= − 2G

Rc4
Q̈ij (t−R/c) , (2.12)

2L’évaluation du contenu en énergie et quantité de mouvement de radiations n’est définie que sur un domaine
beaucoup plus large que la longueur d’onde caractéristique. Aussi, nous ajoutons la condition R � λ. Les
conditions R� rc et R� λ identifient la zone d’onde. Nous pouvons résumer les conditions de zone d’onde et
mouvements lents par R� λ� rc.

3Afin d’éviter les confusions, nous précisons notre convention selon laquelle les indices spatiaux sont gérés
par la métrique définie positive habituelle δij au lieu de ηij quand les seules composantes spatiales des champs
sont considérées.
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où les Qij ≡
∫

d3~x ′ ρ x′ix′j sont les moments quadrupolaires de masse des sources. La partie
transverse et sans trace hTT

ij (~x, t) de l’onde est donnée de manière univoque par l’expression
[Sch99a]

hTT
ij (t−R/c) = − 2G

Rc4

[

⊥ik⊥jl −
1

2
⊥ij⊥kl

]

Q̈kl (t−R/c) (2.13)

= − 2G

Rc4

[

⊥ik⊥jl −
1

2
⊥ij⊥kl

]

D̈kl (t−R/c) . (2.14)

Les ⊥ij = δij − ninj sont les opérateurs de projection perpendiculaire à la ligne de visée4, et
les Dij =

∫

d3~x ′ ρ (x′ix′j − (1/3)δijr′2) sont les moments quadrupolaires sans trace définis par
les sources.

Ainsi, comme cette dernière expression le montre, les propriétés de transversalité et de
trace nulle se marquent aussi bien dans la structure de l’onde (voir (1.42)) qu’à la génération :
seule la partie transverse à la ligne de visée, et sans trace des moments quadrupolaires des
sources contribue à la génération de radiations gravitationnelles tensorielles dans la théorie
d’Einstein. Par ailleurs, ce résultat nous montre que les radiations considérées sont d’une
intensité extrêmement faible (Oh

(qua)(1/c
4)). Sous forme simplifiée, ces solutions radiatives

s’écrivent

hTT
ij (~x, t) ∼ −GMQ

Rc2
∼ VQ

c2
, (2.15)

où VQ est la valeur sur Terre du potentiel produit par l’équivalent en masse MQ de la quantité
d’énergie “quadrupolaire” contenue dans les sources. Une estimation grossière pour les sources
les plus intenses, en fonction de leur distance, donne une amplitude d’onde [Tho95, Sch99b]
de l’ordre de

hTT
ij (~x, t) ∼ 10−21

(

10−22
)

. (2.16)

Ce résultat donne une idée de la sensibilité extrême qui doit être atteinte par les détecteurs
sur Terre (voir (1.43) et (1.44)), et justifie une approche différente en termes de l’influence de
l’émission gravitationnelle sur le mouvement des sources.

Décroissance orbitale d’un système binaire

Nous nous proposons de calculer la perte d’énergie associée à l’émission d’ondes en fonction
des moments quadrupolaires des sources. Par unité de temps, cette énergie peut être calculée
par intégration sur les angles solides du flux de quantité de mouvement associé aux radiations
dans la zone d’onde. Vu la faible intensité des radiations, le tenseur énergie-moment (2.3)
associé aux radiations peut être évalué en très bonne approximation au second ordre :

κt(rg)
µν = −R(2)

µν +
1

2
ηµνη

αβR
(2)
αβ . (2.17)

Nous pouvons encore calculer ces composantes à partir des termes cinétiques de l’action pour
la théorie linéarisée (voir (1.151)). De manière générale, le tenseur énergie-moment tµν pour
un champ est donné par

tµν = − 2c√−g
∂
√−gL
∂gµν |ηµν

, (2.18)

4Ces opérateurs vérifient les propriétés suivantes : ⊥ijnj = 0 et ⊥ij⊥jl = ⊥i
l.
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où L est la densité lagrangienne associée à ce champ, quand celle-ci ne dépend que du champ
et de la métrique elle-même. Nous imposons a priori les conditions (1.39) de transversalité et
de trace nulle dans l’action à l’ordre 2 pour hµν . Pour le développement (1.22), nous obtenons

LTT
cin. =

(

1

2cκ

)

1

4
∂µh

αβ∂µhαβ , (2.19)

et

tµν(rg) = − 1

2κ

(

1

2
∂νhαβ∂µhαβ + ∂ρh

βµ∂ρh ν
β

)

. (2.20)

Les composantes d’impulsion, pour une onde hij(t−R/c), se réduisent à

ti0(rg) =
c2

32πG

(

ḣklḣkl

)

ni . (2.21)

L’intensité d’énergie rayonnée sous forme d’ondes gravitationnelles par unité d’angle solide
s’écrit alors

dI

dΩ
= cR2nit

i0(rg) (2.22)

=
R2c3

32πG

(

ḣklḣkl

)

, (2.23)

où hkl est la partie transverse et sans trace de l’onde, donnée par l’expression (2.14). La perte
d’énergie totale5 est par conséquent d’ordre6 Oh

(qua)(1/c
5) et fonction des dérivées temporelles

troisièmes des moments quadrupolaires sans trace de la source (évaluées en t−R/c) [LL66b,
Wei72],

−dE
dt |(rg)

=
G

5c5
...
D

ij ...
Dij . (2.24)

C’est l’analogue direct pour la gravitation de la formule de Larmor en électromagnétisme,
donnant le taux d’émission d’énergie électromagnétique en fonction des moments dipolaires
électriques des sources (voir chapitre 5).

Dans le cas particulier de systèmes binaires, et dans l’approximation képlérienne du mou-
vement, cette perte d’énergie instantanée s’écrit (voir annexe A)

−dE
dt |(rg)

=
8

15

G3

c5
µ2M2

r4
[

12v2 − 11ṙ2
]

, (2.25)

où r et v sont respectivement les distance et vitesse relatives des deux corps ; M = m1+m2 est
la masse totale du système, et µ = m1m2/M , la masse réduite. La moyenne sur une période
T du mouvement s’écrit encore [PM63] :

1

T

∫ T

0

(

−dE
dt |(rg)

)

dt ≡
〈

−dE
dt |(rg)

〉

K

=
32

5

G4

c5
µ2M3

a5
f (e) , (2.26)

5L’intégration sur les angles solides est donnée par les intégrales angulaires suivantes sur le vecteur ni :
∫

dΩ = 4π,
∫

ninjdΩ = 4π
3
δij et

∫

ninjnknldΩ = 4π
15

(δijδkl + δikδjl + δilδjk).
6La précession relativiste, la déflexion de la lumière, le retard de l’écho radar, ou encore les violations du

Principe d’Equivalence sont des corrections O(1/c2), dites du premier ordre post-newtonien (1PN). L’émission
d’ondes gravitationnelles O(1/c5) apparâıt donc à l’ordre 2.5PN .
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où a et e sont respectivement les demi-grand axe et excentricité de l’orbite réduite. La fonc-
tion f(e) = (1 + 73/24e2 + 37/96e4)/(1 − e2)7/2 est un facteur de majoration par rapport
aux orbites circulaires, croissant rapidement avec l’excentricité de l’orbite (1 ≤ f(e) < ∞).
Cette perte d’énergie est inéluctablement associée à un rétrécissement de l’orbite et à une
accélération du mouvement orbital. La variation correspondante de la période orbitale d’un
système binaire (décroissance orbitale) est une grandeur a priori observable et constitue donc
le paramètre important du point de vue astrophysique. Son expression résulte des relations sui-
vantes. L’énergie totale du binaire peut être exprimée en fonction du demi-grand axe comme
E = −GµM/2a. La loi d’harmonie, troisième loi de Kepler, donne le carré de la période
orbitale proportionnellement au cube du demi-grand axe : T 2 = 4π2a3/GM . L’expression
théorique pour la variation relative de la période orbitale associée à l’émission de radiations
quadrupolaires s’écrit donc (voir (A.32)) :

1

T

dT

dt |(rg)
= −G

3

c5
96

5

µM2

a4
f (e) . (2.27)

2.2 Analyse expérimentale (pulsars binaires)

Les étoiles à neutrons constituent le stade ultime de l’évolution d’étoiles beaucoup plus
massives que notre Soleil. L’éjection des couches externes d’une étoile lors de l’explosion d’une
supernova laisse derrière elle un cœur d’une densité extrême, comprimant une masse de l’ordre
de celle du Soleil dans un rayon de l’ordre de dix kilomètres. Le champ gravitationnel en leur
sein est suffisamment fort pour condenser les atomes ordinaires en une matière constituée
essentiellement de neutrons, avec une contamination en protons et électrons en quantités
égales ; un immense noyau atomique. Les conservations du moment angulaire et du champ
magnétique à travers l’explosion de l’étoile initiale en font des corps en rotation rapide (leur
période de rotation s’étale entre une fraction de seconde et quelques secondes), siège d’un
champ magnétique dipolaire intense (de l’ordre de 1012 Gauss). Les forces électromagnétiques
en présence induisent un rayonnement radio intense le long des directions définies par les
pôles magnétiques. Les faisceaux radio ainsi définis balaient le ciel à la vitesse de rotation de
l’étoile. Si la Terre se trouve sur leur trajet, nous appelons cette étoile à neutrons un pulsar. Le
premier spécimen a été découvert en 1967. Des mesures de précision de la période intrinsèque
de pulsation, telle qu’elle est définie par le temps d’arrivée des pulses radio, montrent que
ces pulsars sont des horloges extrêmement stables, rivalisant avec le degré de précision des
horloges atomiques les plus précises. Cette stabilité se comprend par l’inertie intense que ces
étoiles opposent, de par leur densité, à toute force de friction extérieure.

A l’époque, il semblait naturel que ces étoiles à neutrons soient des étoiles solitaires.
La perte de masse immense induite par le phénomène de supernova étant sans doute res-
ponsable de la destruction de l’orbite de toute étoile compagnon. Pourtant, en 1974 déjà,
les radioastronomes Hulse et Taylor découvrent le premier pulsar binaire [Wil93b, Hul94], le
PSRB1913+167 (radiotéléscope d’Arecibo, Puerto Rico), constitué de deux étoiles à neutrons.
L’analyse des paramètres de l’orbite du système a mené à la première évidence expérimen-
tale pour l’existence des ondes de gravitation [TFC79, WTF81, Wil93a]. A ce jour, une telle
analyse a pu être répétée dans un autre pulsar binaire constitué de deux étoiles à neutrons,

7La désignation des systèmes binaires est définie par leur position sur la sphère céleste. En l’occurrence, le
pulsar est à une ascension droite de 19 heures et 13 minutes et à une déclinaison de +16 degrés, plaçant le
système dans la constellation de l’Aigle, dans notre Galaxie, à une distance estimée de 15000 années-lumière.
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le PSRB1534 + 12. Cependant la précision du test réalisé étant beaucoup plus importante
dans le cas du système de Hulse et Taylor, nous concentrons essentiellement notre étude sur
le PSRB1913 + 16.

Le pulsar de Hulse et Taylor

L’étoile à neutrons est le seul objet visible (dans le domaine radio) dans le système. Il n’a
pourtant pas fallu plus de deux mois après la découverte du PSRB1913+16 pour comprendre
que ce pulsar fait partie d’un système binaire, et pour déterminer les paramètres essentiels
de l’orbite. La période du signal radio mesurée sur Terre est affectée d’une perturbation
cyclique. La période intrinsèque du signal Tp (59 millisecondes) étant extrêmement stable,
cette modification apparente (jusqu’à 80 microsecondes8) ne peut s’expliquer que par un effet
Doppler classique dû à une variation de la vitesse radiale (vitesse dans la direction de la ligne
de visée) du pulsar dans sa révolution autour d’une autre étoile. L’analyse de la courbe des
vitesses radiales, c’est-à-dire l’analyse de la période de rotation (propre) apparente de l’étoile à
neutrons, permet la détermination des paramètres képlériens suivants. D’une part, la période
orbitale T (7.75 heures) est identifiée à la période de variation des temps d’arrivée des pulses.
D’autre part, la structure de cette courbe donne l’excentricité de l’orbite e (0.6), ainsi que
la projection du demi-grand axe de l’orbite du pulsar sur la ligne de visée, ap sin i (où i est
l’angle d’inclinaison de l’orbite par rapport au plan du ciel), de l’ordre du rayon de notre Soleil
(7 108 mètres)9. Nous donnons ci-dessous les valeurs mesurées aujourd’hui :

Tp = 59.029 997 929 613(7) ms (2.28)

T = 0.322 997 462 736(7) j (2.29)

e = 0.617 130 8(4) (2.30)

ap sin i = 2.341 759 2(19) s lum , (2.31)

où les chiffres entre parenthèses définissent l’erreur sur la dernière décimale [Tay93, Wil01].

Au-delà de cette approche standard en termes de la courbe des vitesses radiales, l’analyse
des temps d’arrivée des signaux radio a permis la mesure de deux paramètres relativistes
essentiels. Cette mesure permet la détermination des masses du pulsar (mp) et de son com-
pagnon (mc), ainsi que la valeur absolue du demi-grand axe de l’orbite10 a. Le premier de ces
paramètres n’est autre que le taux de précession du périastre, tel qu’il est prédit dans le cadre
de la Relativité Générale. En radians par révolution, nous avons

∆ω =
6πGM

ac2 (1 − e2)
, (2.32)

8La période de rotation intrinsèque du pulsar (Tp) est en fait obtenue avec une précision importante après
soustraction de cet effet Doppler classique (∆Tp/TP ' v/c ' 10−3) et des effets relativistes de dilatation du
temps identifiés par l’équation (2.34), d’ordre 2 dans la vitesse du pulsar (∆Tp/TP ' (v/c)2 ' 10−6).

9La longitude du périastre ω, définissant la position du périastre dans le plan de l’orbite, est aussi déterminée.
10Les variations importantes de la période apparente sont associées à des vitesses orbitales de l’ordre du

millième de la vitesse de la lumière (∆Tp/TP ' 10−3 ' v/c). La petite valeur de la projection du demi-grand
axe, de l’ordre du rayon solaire, suggère en outre que les deux étoiles sont très rapprochées. Par conséquent,
des effets relativistes beaucoup plus importants que dans le cas de systèmes d’étoiles binaires classiques sont
attendus. La détermination des masses du PSRB1913 + 16 à partir d’effets prédits par la Relativité Générale
constitue la première expérience astrophysique dans laquelle notre théorie de la gravitation est utilisée comme
outil, et non simplement considérée comme une théorie physique à tester.
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où M = mp + mc. La loi d’harmonie donne le demi-grand axe comme a = (GM/n2)1/3, où
n = 2π/T est le moyen mouvement lié à la révolution du système. Aussi, nous pouvons encore
écrire, en radians par unité de temps,

ω̇ =
3n

1 − e2

(

GMn

c3

)2/3

. (2.33)

Le second paramètre intègre les effets de dilatation du temps (effet Doppler transverse, pré-
dit par la Relativité Restreinte) et de redshift gravitationnel (lié à l’hypothèse du Principe
d’Equivalence). Une différence entre le temps mesuré à la surface du pulsar et le temps de
coordonnée s’ensuit, donnée par la loi différentielle

dτp
dt

= 1 −
v2
p

2c2
− Gmc

rc2
, (2.34)

vp étant la vitesse orbitale du pulsar dans le centre de masse du système, et r la distance
relative des deux étoiles. L’intégration de cette relation donne à travers les lois classiques du
mouvement,

τp = t− γ sinE . (2.35)

Le paramètre γ intègre les effets relativistes considérés,

γ =
e

n

m2

M

(

1 +
m2

M

)

(

GMn

c3

)2/3

, (2.36)

où E est l’anomalie excentrique du mouvement, c’est-à-dire l’angle polaire dans le plan de
l’orbite, par rapport à la position du périastre et dans un système de coordonnées où le centre
de l’ellipse du mouvement est à l’origine11. Ces deux paramètres relativistes peuvent donc être
considérés comme des fonctions des masses du système uniquement (le moyen mouvement et
l’excentricité étant déterminés indépendamment), et leur mesure permet la détermination de
celles-ci. Les valeurs précises de ces paramètres pour le PSRB1913 + 16 sont [Tay93, Wil01]

ω̇ = 4.226 621(11) ◦an−1 (2.37)

γ = 4.295(2) ms . (2.38)

Ces effets sont effectivement extrêmement importants, et confirment l’idée que ce système
définit un régime de champ fort par comparaison avec notre système solaire. Pour référence,
le taux de précession du périhélie de Mercure est près de 36000 fois moins important (43
secondes d’arc par siècle). L’intersection dans le plan mp −mc des courbes correspondant à
l’identification des valeurs expérimentales aux prédictions théoriques définit donc les masses du
système astrophysique. Ces masses sont de l’ordre de 1.4 masses solaires. Elles sont déterminées
avec une précision supérieure à un pour mille :

mp = 1.441 1 ± 0.000 7M� (2.39)

mc = 1.387 3 ± 0.000 7M� . (2.40)

11Cette anomalie excentrique est définie par les relations

r = a (1 − e cosE)

E − e sinE = n (t− t0) ,

où t0 est l’instant de passage au périastre. L’anomalie vraie φ est l’angle polaire, par rapport au périastre et
dans un système de coordonnées polaires centré au foyer de l’orbite. Elle est donnée par l’équation standard
de l’ellipse dans un tel référentiel, et par la conservation du moment angulaire (voir annexe A).
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De ces résultats, nous déduisons immédiatement le demi-grand axe, effectivement de l’ordre
du rayon solaire (a ' 2.8 r�), et l’inclinaison i du plan de l’orbite par rapport au plan du ciel
(i ' 45◦).

Avant de tester la théorie dans sa prédiction pour l’existence des ondes gravitationnelles,
il nous faut préciser la nature de l’étoile compagnon [WTF81]. La contrainte majeure sur la
nature de ce compagnon silencieux provient du fait que celui-ci doit être suffisamment petit
pour tenir à l’intérieur de l’orbite du pulsar. Quatre types d’étoiles effondrées sont susceptibles
de satisfaire à cette condition. La première possibilité, la plus plausible, consiste à considérer
qu’il s’agit d’une seconde étoile à neutrons (éventuellement un second pulsar). Une seconde
hypothèse est celle du trou noir, le stade le plus extrême de l’évolution finale d’une étoile,
où l’effondrement gravitationnel n’est jamais stabilisé pour former une étoile à neutrons, et
où la matière est comprimée jusqu’à une densité infinie. Mais une telle évolution laisse en
général une étoile dont la masse est deux à trois fois supérieure à celle du Soleil. La masse du
compagnon étant ici de l’ordre de 1.4 masses solaires, il est très improbable qu’il s’agisse d’un
trou noir. La troisième possibilité est celle d’une naine blanche, dont la dimension typique
est celle de la Terre. Leur masse est limitée par la masse théorique de Chandrasekhar, de
l’ordre de 1.4 masses solaires, au-delà de laquelle l’effondrement ne peut être stabilisé à la
dimension d’une naine blanche et évolue jusqu’au stade plus extrême de l’étoile à neutrons
sous l’effet de la pression gravitationnelle trop intense. Cette éventualité ne peut donc pas
être exclue (à une distance de 15000 années-lumière, une naine blanche serait effectivement
invisible), même si elle est improbable étant donné que la masse du compagnon est proche de
la masse critique. Le quatrième et dernier candidat est l’étoile à hélium, dont la taille typique
est de quelques dixièmes de rayons solaires, résidu (constitué essentiellement d’hélium) d’une
étoile initialement beaucoup plus massive dont les couches supérieures ont été éjectées. Mais
un tel compagnon devrait être visible. Nous supposons donc que le PSRB1913 + 16 est au
cœur d’un système propre, constitué de deux étoiles à neutrons, où aucun effet classique de
déformation de l’étoile compagnon ne peut altérer l’analyse du système réalisée12. Remarquons
pour terminer que l’histoire de l’évolution du système, finissant donc inéluctablement dans
l’explosion d’une seconde supernova au voisinage de la première étoile à neutrons formée,
explique naturellement le caractère fortement excentrique de l’orbite actuelle (e ' 0.6).

Décroissance orbitale du PSRB1913 + 16

Tous les paramètres du système étant connus avec une précision importante, nous pouvons
maintenant imaginer tester la théorie d’Einstein dans sa prédiction de l’existence des ondes
de gravitation, à travers l’analyse de la décroissance orbitale du pulsar binaire.

Tout comme pour les autres paramètres relativistes mesurés, l’expression théorique (2.27)

12Dans l’hypothèse où le compagnon est une étoile à hélium, ou dans une moindre mesure une naine blanche,
des phénomènes classiques contribuent aux effets de précession et de décroissance orbitale. De telles étoiles
peuvent en effet subir des distorsions dues à leur rotation propre (tout comme notre Soleil acquiert un moment
quadrupolaire non nul par sa rotation propre), ou à des effets de marées dans le champ gravitationnel intense
du pulsar (pour une étoile à hélium). Les déformations résultantes pourraient rendre compte d’une partie ou
même de l’entièreté de la précession du périastre du pulsar, masquant l’effet purement relativiste et rendant plus
précaire la détermination indépendante des masses du système. Dans le cas de l’étoile à hélium, l’accélération
du mouvement orbital pourrait aussi s’expliquer en partie à travers des phénomènes de friction associés à la
déformation de l’étoile par les effets de marées. Au contraire, si le compagnon est un trou noir, une naine
blanche sans rotation propre, ou une autre étoile à neutrons, nous sommes assurés que ces phénomènes sont
largement dominés par les effets relativistes.
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de la décroissance orbitale due à l’émission de radiations gravitationnelles peut s’exprimer
comme une fonction du moyen mouvement n, de l’excentricité e et des masses du système
(mp et mc). Nous obtenons l’expression

Ṫ(rg) = −192π

5

µ

M

(

GMn

c3

)5/3

f (e) , (2.41)

prédisant une diminution de la période orbitale de près de 76 microsecondes par an, de l’ordre
de 10−12 secondes par seconde, pour le PSRB1913+16 (voir (2.42)). Au niveau expérimental,
la décroissance orbitale observée (voir (2.43)) doit être affectée d’une correction due à l’accé-
lération relative du pulsar et du Soleil dans la Galaxie (d’autres corrections doivent a priori
être prises en compte, mais sont négligeables) [DT91]. Les données de la position du pulsar
et de son mouvement propre, combinées avec la courbe de rotation de la Galaxie, définissent
une contribution galactique de l’ordre de 10−14 secondes par seconde (voir (2.44)). La valeur
expérimentale précise attribuée à une variation intrinsèque de la période orbitale se trouve
ainsi réduite à la différence entre la décroissance observée et cette contribution galactique
(voir (2.45)). Ces valeurs théoriques et expérimentales précises pour le PSRB1913 + 16 sont
résumées ci-dessous [Tay93] :

Ṫ(rg) = (−2.402 5 ± 0.000 1) × 10−12 s s−1 (2.42)

Ṫ(obs) = (−2.422 5 ± 0.005 6) × 10−12 s s−1 (2.43)

Ṫ(gal) = (−0.012 4 ± 0.006 4) × 10−12 s s−1 (2.44)

Ṫ(obs) − Ṫ(gal) = (−2.410 1 ± 0.008 5) × 10−12 s s−1 . (2.45)

L’existence des ondes gravitationnelles est ainsi confirmée de manière indirecte, dans le cadre
de la Relativité Générale, avec une précision impressionnante de 0.35% :

Ṫ(obs) − Ṫ(gal)

Ṫ(rg) |(1913+16)

= 1.003 2 ± 0.003 5 . (2.46)

C’est la première confirmation expérimentale de la théorie au-delà du régime de champ faible
étudié par les expériences dans le système solaire13.

13Nous citons, pour comparaison, les résultats correspondants pour le test réalisé dans le second pulsar bi-
naire qui a permis une vérification de la Relativité Générale dans sa prédiction pour l’émission d’ondes de
gravitation, le PSRB1534 + 12 [Sta98]. La période propre du pulsar est de Tp = 37.904 440 487 855 2(5)ms.
Les période orbitale, excentricité et projection du demi-grand axe de l’orbite sont respectivement donnés par
T = 0.420 737 299 30(4) j, e = 0.273 677 6(2) et ap sin i = 3.729 462 8(7) s lum. Les mesures de la précession du
périastre et du paramètre γ (ω̇ = 1.755 76(4) ◦an−1 et γ = 2.066(10)ms) déterminent des masses identiques
pour les deux étoiles à neutrons, aux erreurs expérimentales près : mp = mc = 1.339± 0.003M�. Une décrois-
sance de la période orbitale est observée, Ṫ(obs) = (−0.129 ± 0.014) × 10−12 s s−1. Remarquons cependant que
l’ordre de précision de cette mesure est faible par rapport au cas du pulsar de Hulse et Taylor. La contribution
galactique, Ṫ(gal) = (0.038 ± 0.012)× 10−12 s s−1, est elle-même affectée d’une incertitude relative importante,
liée à la mauvaise connaissance de la distance du système par rapport au système solaire. La valeur attribuée
à la variation intrinsèque de la période orbitale après soustraction de la contribution galactique est donnée par
Ṫ(obs) − Ṫ(gal) = (−0.167 ± 0.018) × 10−12 s s−1. La comparaison avec la prédiction de la Relativité Générale

pour le taux d’émission de radiations gravitationnelles, Ṫ(rg) = −0.192 4× 10−12 s s−1, fournit une vérification
de la théorie avec une précision de l’ordre de 15%.
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2.3 Dipole (Brans-Dicke)

Cette section a pour but d’établir le taux d’émission d’ondes gravitationnelles scalaires en
fonction de la structure du mouvement du système source. Les contributions jusqu’à l’ordre
O(1/c5) doivent être prises en considération, si nous voulons définir le poids relatif de ces
radiations par rapport aux radiations quadrupolaires tensorielles.

Structure multipolaire des ondes scalaires et décroissance orbitale

Les équations exactes (1.48) et (1.49) pour les théories de Brans-Dicke peuvent s’écrire
sous forme d’équations d’ondes :

2θ̄µν + ηµν∂
α∂β θ̄αβ − ∂(µ∂

λθ̄λν) = −2κ′τ (bd)
µν (2.47)

2ϕ−
[(

θ̄αβ + ηαβϕ
)

ϕ,β

]

,α
=

1

2
ξκ

√−gT , (2.48)

pour le développement en perturbations donné par les relations (1.50) et (1.53).

Pour la partie tensorielle, les termes sources sont définis par le pseudo-tenseur τ
(bd)
µν =

Tµν + t
(bd)
µν . Comme dans le cadre de la Relativité Générale, ses composantes identifient un

tenseur énergie-moment complet, comprenant des contributions des champs de matière (Tµν),

et des contributions purement gravitationnelles (t
(bd)
µν ), scalaires et tensorielles, définies par

des termes d’ordre 2 et supérieurs dans les perturbations θµν et ϕ. A nouveau, des identités
de Bianchi d’ordre 1 pour θµν assurent la conservation locale de ce tenseur énergie-moment

τ
(bd)
µν :

τµν(bd)
,ν = 0 . (2.49)

Les équations tensorielles (2.47) pour θµν sont ainsi formellement identiques à celles de la
Relativité Générale. Des radiations tensorielles sont donc définies. Elles sont données par les
composantes quadrupolaires de masse uniquement, comme dans le cadre de la théorie d’Ein-
stein (voir (A.1)). Le taux d’émission d’énergie associé est cependant affecté de corrections
d’ordre Oθ

(qua)(ξ/c
5), induites par les expressions modifiées pour les constantes de couplage,

G′ pour le couplage de la matière aux champs de gravitation, et G12 pour l’interaction non
relativiste entre les champs de matière. Notons que les contributions purement gravitation-
nelles (tµν) s’évanouissent. Ceci suggère, à l’instar du résultat obtenu en Relativité Générale,
que l’approximation linéaire donnée par les équations (1.19) et (1.27) est suffisante pour le
calcul des radiations tensorielles à l’ordre quadrupolaire.

Pour la perturbation scalaire, c’est la trace du tenseur énergie-moment pour les champs
de matière qui est source de radiations (voir (2.48))14. Les équations d’ondes tensorielles et
scalaire étant découplées, les radiations scalaires se superposent simplement aux radiations
tensorielles. Pour une distribution discrète de sources non compactes a, nous avons

1

2
ξκ

√−gT = ξ
4πG

c2

∑

a

dτa
dt
ρa . (2.50)

Dans l’approximation linéaire (ϕ ∼ O(ξ/c2)), la source s’identifie à la masse, qui est conservée
et n’induit par conséquent aucune dynamique. Les ondes de gravitation scalaires participent

14Le terme source entre crochets étant une divergence totale, il ne contribue pas au niveau des solutions pour
des mouvements de sources périodiques et locaux.



54 CHAPITRE 2. ONDES DE GRAVITATION

donc d’un phénomène intrinsèquement non linéaire. Au-delà de l’approximation linéaire, les
champs de gravitation eux-mêmes (à travers dτa/dt) génèrent les premiers termes scalaires
dynamiques (monopolaires), au même ordre que les premières contributions (quadrupolaires)
provenant des champs de matière. Le développement multipolaire des radiations dans la zone
d’onde donne en effet :

ϕ (t−R/c) = ξ
G

Rc2

∞
∑

m=0

1

m!

∫

d3~x ′

(

~n · ~x ′

c

)m

· ∂
m

∂tm

(

∑

a

dτa
dt
ρa

(

~x ′, t−R/c
)

)

. (2.51)

La quantité de mouvement du système étant conservée dans la limite non relativiste, la
structure dipolaire est négligeable (ϕ(di) ∼ O(ξ/c5)). Ainsi, le taux d’émission d’énergie
sous forme de radiations gravitationnelles scalaires est donné par des contributions d’ordre
Oϕ

(mo,qua)(ξ/c
5). Pour des sources non compactes, l’impact de la composante scalaire sur la

perte d’énergie est donc d’ordre O(ξ/c5). Leur contribution relative par rapport au taux
d’émission donné par la Relativité Générale (O(1/c5)) est extrêmement ténue, compte tenu
des contraintes obtenues en champ faible sur le couplage scalaire. Il semble donc, au premier
abord, que la structure radiative de la théorie ne constitue pas un domaine d’étude privilé-
gié, où l’effet du couplage scalaire serait davantage mis en valeur que dans les phénomènes
post-newtoniens du premier ordre.

Toutefois, si nous considérons des sources compactes, une structure de champ fort inter-
vient explicitement et introduit des effets importants. Dans ce contexte, l’équation d’onde
pour le champ scalaire est donnée à partir de l’équation généralisée (1.135) :

2ϕ =
1

2
ξκ

√−g
(

T − 2Φ
∂T

∂Φ

)

. (2.52)

D’une part, l’apparition d’un terme source supplémentaire induit des modifications mineures
du taux d’émission scalaire dans ses composantes monopolaires et quadrupolaires. L’annexe A
établit la perte d’énergie associée à ces radiations monopolaires (scalaires) et quadrupolaires
(scalaires et tensorielles), en fonction de la compacité des sources s1 et s2. Les équations (A.28)
à (A.31) donnent

〈

−
dE

(θ,ϕ)
(mo,qua)

dt

〉

K

=
8

15

G4

c5
µ2M3

a5

G12

G

[

12κ
(θ,ϕ)
1 f1 (e) − 11κ

(θ,ϕ)
2 f2 (e)

]

. (2.53)

Les fonctions f1(e) et f2(e) sont des facteurs de majoration dépendant de l’excentricité de

l’orbite. κ
(θ,ϕ)
1 et κ

(θ,ϕ)
2 sont des constantes égales à l’unité en Relativité Générale et dont la

valeur anomale est induite part les contributions scalaires. Mais d’autre part, à ces termes
standard se superposent des radiations scalaires dipolaires, purement proportionnelles aux
énergies de liaison internes des sources. Ces contributions d’ordre Oϕ

(di)(ξ/c
3) dominent large-

ment la structure radiative jusqu’ici définie par les contributions Oθ
(qua)(1/c

5), Oθ
(qua)(ξ/c

5) et

Oϕ
(mo,qua)(ξ/c

5) :

〈

−
dEϕ

(di)

dt

〉

K

=
2

3
ξ
G3

c3
µ2M2

a4

[

G2
12

G2
(s1 − s2)

2 g (e)

]

, (2.54)

où g(e) = (1 + e2/2)/(1 − e2)5/2 est le facteur de majoration associé. Ce résultat suggère a
priori que l’étude de la décroissance orbitale de systèmes binaires devrait permettre d’obtenir
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des contraintes nouvelles sur le couplage scalaire des théories de Brans-Dicke. Les relations
(A.31) et (A.32) donnent l’expression réduite complète de la perte d’énergie sous forme de
radiations gravitationnelles ainsi que le taux de décroissance orbitale associé.

Le pulsar de Hulse et Taylor

Nous reprenons ici l’analyse du PSRB1913+16, dans le cadre des théories scalaire-tenseur.
Les paramètres képlériens tels que la période orbitale T = 2π/n, l’excentricité e et la projection
du demi-grand axe ap sin i étant déterminés indépendamment de la théorie de la gravitation sur
base de la courbe des vitesses radiales, leur valeur n’est pas remise en question. Les paramètres
relativistes ω̇, γ et Ṫ peuvent ainsi être considérés comme des fonctions des masses mp et mc

seules, et le test expérimental de la théorie se résume au problème de la cöıncidence des courbes
définies par l’identification de leur expression théorique à leur mesure expérimentale dans le
plan mp −mc :

ω̇(th) (mp −mc) = ω̇(obs) (2.55)

γ(th) (mp −mc) = γ(obs) (2.56)

Ṫ(th) (mp −mc) = Ṫ(obs) . (2.57)

Les valeurs théoriques pour la précession du périastre ω̇(th) (O(1/c2)), le paramètre γ(th)

(O(1/c2)) aussi bien que la décroissance orbitale Ṫ(th) (O(1/c5)) sont modifiées par l’existence
d’un couplage scalaire. Outre les radiations dipolaires, nous avons vu que les corrections au
taux d’émission d’ondes, et donc à la période orbitale, sont d’ordres O(ξ/c5) et O(ξs/c5).
D’une part, une correction O(ξ/c2) à la précession provient de la valeur de la combinaison des
paramètres post-newtoniens définie par la relation (1.96). D’autre part, la violation du Principe
d’Equivalence Fort induit des corrections O(ξs/c2) à la précession ainsi qu’au paramètre γ. Par
ailleurs, la fréquence intrinsèque de rotation du pulsar se trouve modifiée par la variation locale
de la constante de gravitation, dans le champ du compagnon (voir (1.139)). Il en résulte15

une contribution supplémentaire O(ξsr/c
2) au paramètre γ, où sr est un paramètre inférieur

à l’unité déterminant la réponse du moment d’inertie du pulsar à une variation locale de la
constante de gravitation. Notons encore que la contribution galactique Ṫ(gal) à la décroissance
orbitale apparente est modifiée par le fait qu’une étoile à neutrons subit une accélération
anomale dans le champ de la Galaxie, due à l’effet Nordtvedt. Le couplage scalaire étant
contraint à des valeurs de l’ordre de ξ ≤ 3× 10−4 par les résultats de déflexion de la lumière,
et la sensitivité d’une étoile à neutrons étant de l’ordre de s(ns) ' 0.2, toutes ces contributions
sont largement inférieures aux barres d’erreur expérimentales pour la mesure de la décroissance
orbitale (3.5 × 10−3).

La seule contribution anomale au test ω̇ − γ − Ṫ provient du terme additionnel à la
décroissance orbitale, dû aux radiations scalaires dipolaires. Nous pouvons donc considérer
que les masses du système (définies par les mesures de ω̇ et γ) sont celles déterminées par

15Par conservation du moment angulaire de rotation de l’étoile à neutrons, la variation relative de la fréquence
de rotation est donnée (tenant compte de la compacité du compagnon) comme

dνp

νp
= −dI

I
= −srξ (1 − 2s)

Gmc

rc2
,

où I est le moment d’inertie du pulsar par rapport à son axe de rotation propre et sr = −(d ln I/d lnG)|Φ0

détermine la réponse de ce moment d’inertie à une variation locale de la constante de gravitation.
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la Relativité Générale. Des expressions (A.31) et (A.32), et dans cette limite où seule la
contribution dipolaire s’ajoute à la valeur prédite par la Relativité Générale, nous déduisons
l’expression suivante pour la décroissance orbitale du système :

Ṫ(bd) ' −192π

5

µ

M

(

GMn

c3

)5/3

f(e)

[

1 +
5

48
ξ
(sp − sc)

2

GM
ac2

g(e)

f(e)

]

. (2.58)

Malheureusement, le caractère “symétrique” du système découvert par Hulse et Taylor pro-
voque une suppression importante de la contribution dipolaire relative. La valeur approxima-
tive de la sensitivité d’une étoile à neutrons est de l’ordre de s(ns) ' 0.2. La valeur exacte
en fonction de la masse de l’étoile dépend de l’équation d’état considérée pour en définir la
structure. Mais les deux étoiles ayant des masses presque identiques (1.4M�), les différents
modèles s’accordent pour donner une différence de sensitivités extrêmement petite [WZ89] :

(sp − sc)
2 ' 10−6 . (2.59)

Le potentiel moyen dans le système étant donné par GM/ac2 ' 2 × 10−6, la contribution
relative des radiations scalaires dipolaires dans la double étoile à neutrons est par conséquent
au moins aussi insignifiante que les autres contributions scalaires. La prédiction des théories
de Brans-Dicke pour la décroissance orbitale du PSRB1913 + 16 s’identifie donc elle aussi
essentiellement à celle de la Relativité Générale. Notons que le cas du PSRB1534 + 12 est
encore plus désespéré : les valeurs établies pour les masses du système étant identiques, les
sensitivités des deux étoiles à neutrons sont égales. La symétrie parfaite du système (dans la
limite des incertitudes expérimentales) conduit ainsi à une prédiction pour un taux d’émission
de radiations dipolaires identiquement nul. Nous ne pouvons donc espérer aucune contrainte
nouvelle sur le couplage scalaire à partir des mesures actuelles (voir encore [DEF96b]). Dans
cette perspective, l’analyse de systèmes binaires constitués d’étoiles de sensitivités suffisam-
ment différentes serait nécessaire.

2.4 Dipole et Principe Fort

Avant de conclure, nous voudrions mettre en évidence une relation générique entre le
Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires.

D’une part, la structure de l’interaction gravitationnelle dans les théories métriques re-
pose sur le postulat fondamental du Principe d’Equivalence (outre le principe de Relativité
Générale), fortement suggéré par l’expérience depuis Newton. La Relativité Générale se dis-
tingue des autres théories par le fait que la métrique de l’espace-temps y est l’unique champ
définissant la gravitation. L’absence de champs auxiliaires confère une structure particulière
à la théorie d’Einstein, qui inclut le Principe d’Equivalence sous sa version la plus forte.

D’autre part, au sein des théories de Brans-Dicke, nous venons d’exhiber des effets scalaires
importants dans la structure radiative en champ fort de la théorie, associés à l’existence de
radiations scalaires dipolaires. Il s’agit en fait d’un phénomène générique, lié à la violation du
Principe d’Equivalence Fort, et indépendant de la nature du champ auxiliaire participant à
l’interaction gravitationnelle. En effet, la violation du Principe d’Equivalence Fort implique
une masse variable, dépendant du point de l’espace-temps à travers la valeur asymptotique
locale des champs auxiliaires de gravitation, m = m(φ). Pour un corps libre de toute autre
interaction que la gravitation, la théorie peut se développer comme

Smat = −c
∫

m (φ) ds ' −c
∫

[m+ (ms) φ] ds , (2.60)
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où s = (d lnm/dφ)p0 est la sensitivité du corps aux champs de gravitation auxiliaires. A travers
ms, une nouvelle charge de gravitation est donc identifiée, au-delà de la masse m elle-même.
Cette charge conservée est inéluctablement source de radiations dipolaires, à l’instar de la
charge électrique en électromagnétisme. Remarquons que ces radiations dipolaires sont identi-
fiées dans la théorie linéarisée, au même titre que les contributions quadrupolaires tensorielles.

En conclusion, l’existence de radiations dipolaires dominantes n’est nullement spécifique
aux théories de Brans-Dicke. Elle est associée à la violation du Principe d’Equivalence Fort
à travers la présence d’une charge de gravitation auxiliaire. Au chapitre 5, nous généralisons
encore cette relation, et proposons des contraintes expérimentales importantes sur les charges
gravitationnelles auxiliaires (notamment sur le couplage scalaire) en termes de l’analyse de la
décroissance orbitale de différents systèmes binaires.

Conclusion

En conclusion, les pulsars binaires PSRB1913+16 et PSRB1534+12 restent aujourd’hui
encore les seuls laboratoires nous donnant une évidence indirecte de l’existence des ondes
de gravitation. Cependant, encore une fois, si l’accord avec les prédictions de la Relativité
Générale dans ce test de la structure radiative de l’interaction gravitationnelle est impression-
nant (0.35% pour le pulsar de Hulse et Taylor), il n’exclut en rien le concours éventuel d’une
composante scalaire de gravitation, avec un couplage tel qu’il est donné par les contraintes
dans notre système solaire. En effet, en termes de l’émission de radiations gravitationnelles
dans des systèmes de corps compacts, les prédictions des théories de Brans-Dicke s’écartent
de façon notable de celles de la Relativité Générale, les radiations dipolaires scalaires étant a
priori largement dominantes. L’analyse expérimentale de ces laboratoires idéaux que consti-
tuent les systèmes d’étoiles binaires devrait donc nous permettre d’établir des contraintes sur
la composante scalaire de gravitation. Malheureusement, dans le cas précis des deux pulsars
étudiés, les masses presque identiques des deux étoiles à neutrons conspirent accidentellement
pour supprimer cette émission dipolaire, et aucune contrainte nouvelle ne peut être définie
sur le couplage scalaire.

A travers les théories de Brans-Dicke, nous avons considéré jusque-là une première alter-
native majeure à la Relativité Générale, dans l’idée de l’introduction de champs de gravitation
auxiliaires en quatre dimensions. Les deux chapitres qui suivent sont consacrés à la discussion
du concept de dimension supérieure.
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Chapitre 3

Dimensions supérieures larges

1En 1921, T. Kaluza introduit pour la première fois le concept de dimension supplémentaire
de l’espace-temps dans sa tentative d’unification de la gravitation et de l’électromagnétisme.
Aujourd’hui, cette notion est essentielle à la cohérence des théories quantiques relativistes qui
unifient les interactions fondamentales (Supergravité et théories de Cordes). En particulier,
dans les modèles que nous considérons, seule la gravitation se propage dans les dimensions
supplémentaires. Cette idée est naturelle dans le cadre des théories de Cordes, dans lesquelles
la notion de membrane est introduite comme un objet où s’attachent les extrémités des cordes
ouvertes, dont la phénoménologie effective à basse énergie doit donner notre Modèle Standard.
Seules les cordes fermées, dont les excitations à basse énergie s’identifient aux médiateurs de
l’interaction gravitationnelle, sont a priori libres de se propager dans toutes les dimensions.
Par ailleurs, dans notre conception classique, la gravitation est de nature géométrique. L’in-
teraction gravitationnelle est par conséquent inévitablement liée à la structure globale de
l’espace-temps, et non confinée à une partie de celui-ci.

Le présent chapitre est consacré à l’analyse des modèles ADD, proposés en 1998 par
N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos et G. Dvali en réponse au problème hiérarchique dans le
Modèle Standard. L’espace y est défini comme simple produit direct de l’espace quadridi-
mensionnel habituel avec un espace de dimensions supplémentaires compactifiées larges, où
seule la gravitation se propage. L’échelle fondamentale de la théorie est définie par l’échelle
électrofaible. Nous établissons d’abord la théorie effective associée en quatre dimensions afin
de comprendre comment la présence de ces dimensions supplémentaires affecte la structure
de l’interaction gravitationnelle avec la matière (sections 3.1 à 3.3). Nous étudions ensuite la
phénoménologie et les contraintes expérimentales (sections 3.4 et 3.5).

3.1 Hiérarchie des couplages

Avant d’aborder précisément ces théories, il nous parâıt important d’exposer en quelques
mots l’origine de leur introduction, à savoir le problème de la hiérarchie des couplages dans le
Modèle Standard de la physique des particules [PS95]. L’échelle de masse fondamentale pour
la gravitation est donnée par la masse de Planck2 :

MPl ≡ G−1/2 ' 1.2 × 1019 GeV , (3.1)

1
~ = c = 1.

2Pour être plus précis, le couplage gravitationnel exact (4πG)1/2 est associé à une masse de Planck réduite :
M̄Pl = (4π)−1/2MPl.

59
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où G est la constante de Newton expérimentale. Les couplages électrofaibles sont communé-
ment définis par l’échelle de masse des bosons de jauges W± et Z0, médiateurs de l’interaction
faible. Plus fondamentalement, toutes les masses du Modèle Standard sont induites par la bri-
sure spontanée de la symétrie électrofaible, à travers l’introduction d’une valeur dans le vide
v pour le champ scalaire fondamental de Higgs. Cette valeur définit l’échelle de masse de la
théorie :

Mew ≡ v = 2−1/4G
−1/2
F ' 246 GeV , (3.2)

oùGF , la constante de Fermi, est la constante de couplage effective pour les interactions faibles.
Cependant, les corrections radiatives δm à une masse scalaire divergent quadratiquement dans
la masse introduite pour régulariser la théorie. L’unique échelle à laquelle ces divergences
peuvent être régularisées, dans le Modèle Standard, est la masse de Planck. Afin de protéger
la masse du Higgs et par là, l’échelle électrofaible (Mew), un ajustement fin et peu naturel des
masses nues (m0) par rapport aux corrections radiatives est nécessaire :

m2
|O(TeV 2) = m2

0|O(M2
Pl)

+ δm2
|O(M2

Pl)
. (3.3)

Ce problème de hiérarchie est une pierre d’achoppement majeure au sein de notre Modèle Stan-
dard. L’introduction de la Supersymétrie est une réponse possible au problème, qui préserve le
caractère fondamental de la masse de Planck. L’existence de dimensions supplémentaires offre
en fait une alternative sérieuse reposant sur la constatation suivante. Alors que les interac-
tions électrofaibles ont été étudiées à l’échelle Mew, les forces de gravitation n’ont été sondées
que depuis des échelles de l’ordre des distances définies dans le système solaire, jusqu’à des
distances légèrement inférieures au millimètre. Considérer que la masse de Planck soit l’échelle
de masse fondamentale revient à supposer que la gravitation n’est pas modifiée sur 32 ordres
de grandeur, depuis le millimètre jusqu’à la distance de Planck (10−35 mètres). Ce qui n’est
pas nécessairement naturel. L’échelle de masse fondamentale pourrait être très différente de
la masse de Planck. Les modèles introduits dans ce chapitre proposent une échelle de l’ordre
de l’échelle électrofaible, éliminant par définition la hiérarchie des constantes de couplages.

3.2 Modèles ADD

Ces modèles ADD (Arkani-Hamed, Dimopoulos et Dvali [ADD98]) introduits en 1998 sont
caractérisés par une interaction gravitationnelle définie au-delà des quatre dimensions habi-
tuelles, dans δ dimensions supplémentaires de notre espace-temps. L’action correspondante
s’écrit

S(4+δ) = −1

4
M2+δ

(4+δ)

∫

d4x

∫

dδy
√

|ĝ| R̂+ Smat , (3.4)

où le secteur gravitationnel est donné par l’action d’Einstein-Hilbert en 4 + δ dimensions (les
coordonnées xµ identifient les dimensions habituelles et ym les dimensions supplémentaires3).
ĝ est le déterminant de la métrique ĝMN . R̂ est le scalaire de courbure correspondant. M(4+δ)

définit l’échelle de masse fondamentale de la théorie. En l’absence de gravitation, la structure
de l’espace-temps est définie par la métrique de Minkowski en 4 + δ dimensions (ηMN ), qui

3Nous nous tenons aux conventions d’indices suivantes : les indices majuscules courent sur toutes les dimen-
sions (0 ≤M,N... ≤ 3+δ), les indices grecs identifient toujours les quatre dimensions d’espace-temps habituelles
(0 ≤ µ, ν... ≤ 3), les indices latins “ij” courent sur les trois dimensions spatiales usuelles (1 ≤ i, j... ≤ 3), alors
que les indices latins “mn” tiennent pour les dimensions supplémentaires seulement (4 ≤ m,n... ≤ 3 + δ).
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préserve notamment l’invariance sous les transformations de Poincaré en quatre dimensions.
Dans ce cadre, l’espace-temps apparâıt donc comme simple produit direct de notre espace-
temps quadridimensionnel habituel sans courbure avec un espace δ-dimensionnel plat. Par
ailleurs, il semble évident que les dimensions supplémentaires ne peuvent être infinies, puis-
qu’elles restent jusqu’ici inaccessibles à l’expérience. Nous sommes par conséquent amenés à
compactifier l’espace extradimensionnel. Par souci de simplicité, la compactification est faite
sur un tore de volume Vδ dont nous considérons tous les rayons égaux (Ri = R). Dans les
limites expérimentales actuelles, c’est-à-dire à des échelles d’énergies (de distances) inférieures
(supérieures) à 100GeV (2 × 10−18m), le Modèle Standard est confiné dans nos quatre di-
mensions habituelles d’espace-temps. Si nous voulons introduire la matière ordinaire dans
une dimension supplémentaire, il est donc indispensable de considérer cette dimension comme
compactifiée sur une échelle de distance encore extrêmement petite afin de ne pas modifier la
phénoménologie en deçà de 100GeV :

R < 2 × 10−18 m. (3.5)

Les modèles étudiés admettent que seule la gravitation se propage dans toutes les dimensions,
se libérant ainsi de cette contrainte importante. La matière est confinée sur une 3-membrane
(localisée en ym = 0), dont les dimensions correspondent à celles de notre espace-temps
habituel :

Smat =

∫

d4x
√

−ĝLmat (Ψ, ĝµν) . (3.6)

Le symbole Ψ définit les champs de matière, dont le couplage à la gravitation est donné par la
partie de la métrique de l’espace-temps induite sur la membrane ĝµν(x

µ) ≡ ĝµν(x
µ, ym = 0).

Dans cette action, ĝ identifie le déterminant de cette métrique en quatre dimensions.
L’introduction de dimensions supplémentaires larges est primordiale dans l’idée d’une ré-

solution du problème hiérarchique. Comme nous l’établissons dans la section suivante, les
échelles de masse de la théorie fondamentale (M(4+δ)) et de la théorie effective en quatre
dimensions (M̄Pl) sont liées par la relation suivante :

M̄2
Pl = M2+δ

(4+δ)Vδ . (3.7)

La masse de Planck est une échelle dérivée. La dilution de l’interaction dans le volume des
dimensions supplémentaires justifie naturellement un couplage gravitationnel faible en quatre
dimensions. Le développement complet montre que les conséquences phénoménologiques de
l’existence de dimensions supplémentaires (sections 3.4 et 3.5) sont davantage liées au rayon de
compactification (R) qu’à la longueur même de la dimension compactifiée (L = 2πR). Aussi,
M(4+δ) est redéfinie en termes d’une masse fondamentale réduite M̄(4+δ) ≡ (2π)δ/(2+δ)M(4+δ),
qui évalue plus précisément l’échelle de masse de la théorie, et la relation (3.7) se réécrit

M̄2
Pl = M̄2+δ

(4+δ)R
δ . (3.8)

La masse fondamentale définit a priori l’échelle à partir de laquelle des effets quantiques forts
sont attendus. Dans le souci de répondre au problème hiérarchique, sans toutefois introduire
de modification profonde de la phénoménologie aux énergies accessibles à l’expérience en
laboratoire aujourd’hui (≤ 100GeV ), l’échelle fondamentale réduite peut essentiellement être
identifiée à l’échelle des interactions électrofaibles (Mew). Si nous fixons cette valeur à

M̄(4+δ) ' 1 TeV , (3.9)
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le rayon de compactification des dimensions supplémentaires est donné en fonction du nombre
de dimensions supplémentaires par

R(4+δ) =

(

M̄Pl

M̄(4+δ)

)2/δ
~c

M̄(4+δ)c2
(3.10)

' 1031/δ ~c

TeV
(3.11)

' 2 × 10(31/δ−19) m, (3.12)

ce qui nous permet d’imaginer l’existence de dimensions de taille macroscopique, plutôt que
réduites à l’échelle de Planck ou à l’échelle électrofaible elle-même. Notons déjà que dans
le cas δ = 1, la dimension supplémentaire serait de l’ordre de l’échelle des distances dans
le système solaire. La loi de Newton en 1/r2 étant en fait modifiée en-deçà du rayon de
compactification (section 3.4), la présence d’une dimension supplémentaire unique serait en
contradiction flagrante avec notre expérience de la gravitation classique sur Terre aussi bien
que dans le système solaire. Pour δ ≥ 2, le rayon de compactification est réduit en-deçà du
millimètre. Avant de discuter précisément la phénoménologie et les contraintes expérimentales
associées à ces modèles, nous établissons la théorie effective en quatre dimensions.

3.3 Théorie effective

Nous développons dans cette section l’action effective associée à la théorie linéarisée
[HLZ99, GRW99], suffisante pour établir les caractéristiques majeures des modèles considé-
rés, à des énergies inférieures à l’échelle de masse fondamentale. En présence de gravitation,
ĥMN (x, y) définit la perturbation de la métrique autour de l’espace de Minkowski,

ĝMN (x, y) = ηMN + ĥMN (x, y) . (3.13)

L’action à l’ordre 2 pour les champs de gravitation ĥMN (x, y) et leur interaction linéaire avec
la matière est donnée par

S
(2)
(4+δ) =

1

4
M2+δ

(4+δ)

∫

d(4+δ)x

(

1

4
∂M ĥ

AB∂M ĥAB − 1

4
∂M ĥ∂

M ĥ+
1

2
∂M ĥ∂N ĥMN

−1

2
∂N ĥ

MN∂RĥMR

)

− 1

2

∫

d4x
(

ĥµν (x, 0)Tµν

)

,(3.14)

analogue en 4 + δ dimensions du développement (1.151) pour la Relativité Générale. Tµν est
toujours le tenseur énergie-moment pour les champs de matière sur la 3-membrane (calculé
sur l’espace de Minkowski). Afin de voir plus clairement le contenu en champs de la théorie
effective, considérons un instant les équations de champs linéarisées. Sous les conditions de
jauge harmonique habituelles, en 4 + δ dimensions,

∂M ¯̂
hMN = 0 , (3.15)

les équations dans le vide pour les perturbations ĥMN sont

2(4+δ)
¯̂
hMN = 0 . (3.16)
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L’hypothèse de compactification sur le tore implique que chaque champ (réel) se décompose

en modes4 ĥ
(~n)
MN (x) par simple décomposition de Fourier :

ĥMN (x, y) =
+∞
∑

ni=−∞

ĥ
(~n)
MN (x) ei( ~n·~y

R ) . (3.17)

Par conséquent, les équations pour les modes (en quatre dimensions) s’écrivent

(

2(4) +m2
n

) ¯̂
hMN = 0 , (3.18)

avec
mn =

n

R
, (3.19)

où n = |~n|. Aussi, la théorie effective en quatre dimensions comprend aussi bien des modes
de masse nulle (~n = 0) pour la médiation de l’interaction gravitationnelle, que des excitations
massives (~n 6= 0), appelées modes de Kaluza-Klein, et dont la masse est quantifiée sur une
échelle définie par le rayon de compactification. Cette analyse est cependant loin d’être com-
plète. Nous ne savons effectivement pas à quels types de champs ces modes correspondent et
nous n’avons pas étudié leur couplage à la matière. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire de s’encom-
brer des équations du mouvement pour étudier la théorie en quatre dimensions. Formellement,
celle-ci est définie par intégration de l’action (3.14) sur les dimensions supplémentaires cachées.
Nous pouvons donc travailler directement à ce niveau.

Réduction de la métrique

Au premier ordre pour une transformation infinitésimale des coordonnées

x′
M

= xM + εM (x, y) , (3.20)

la perturbation ĥMN (x, y) devient

ĥ′MN (x, y) = ĥMN (x, y) − ε(M,N) (x, y) . (3.21)

L’analyse de ces relations pour les modes nuls suggère que les composantes ĥ
(~n=0)
µν (x) sont asso-

ciées à un champ de spin 2 en quatre dimensions, que les δ champs ĥ
(~n=0)
µn (x) sont des vecteurs

en quatre dimensions (pour chaque n, ε
(~n=0)
n (x) identifie le paramètre d’une transformation

de jauge U(1), interne du point de vue des quatre dimensions d’espace-temps habituelles), et

que les δ(δ + 1)/2 champs ĥ
(~n=0)
mn (x) sont des scalaires5 :

ĥ′
(~n=0)

µν (x) = ĥ(~n=0)
µν (x) − ε

(~n=0)
(µ,ν) (x) (3.22)

ĥ′
(~n=0)

µn (x) = ĥ(~n=0)
µn (x) − ε(~n=0)

n,µ (x) (3.23)

ĥ′
(~n=0)

mn (x) = ĥ(~n=0)
mn (x) . (3.24)

4L’indice ~n = (n4, ..., n3+δ) est un vecteur à composantes entières (−∞ < ni < +∞) dans l’espace extradi-
mensionnel.

5La perturbation εM (x, y) se décompose en modes de Fourier (εM (x, y) =
∑+∞

ni=−∞ ε
(~n)
M (x) ei(~n·~y/R)) au

même titre que les champs ĥMN (x, y).
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Un simple argument de comptage des degrés de liberté physiques corrobore encore cette ré-
partition des composantes. Dans le cadre de la Relativité Générale, le nombre de degrés de
liberté physiques associés au graviton est défini par un raisonnement simple basé sur l’in-
variance de jauge (voir chapitre 1) : 10 − (2 × 4) = 2. Par le même raisonnement en 4 + δ
dimensions, le nombre de degrés de liberté physiques contenus dans le champ métrique d’une
théorie invariante sous transformation générale des coordonnées est donné par

(4 + δ) (5 + δ)

2
− (2 × (4 + δ)) =

(4 + δ) (1 + δ)

2
. (3.25)

A chaque niveau ~n, la théorie effective est donc définie pour (4 + δ)(1 + δ)/2 composantes
physiques. En particulier, pour les modes nuls, les transformations de jauges (3.22) à (3.24)
proposent une décomposition en un graviton non massif (hélicité 2, deux composantes trans-
verses et sans trace), δ (gravi-)vecteurs non massifs (hélicité 1, deux composantes transverses)
et δ(δ + 1)/2 (gravi-)scalaires non massifs (hélicité 0, une composante), qui remplissent exac-
tement le compte des degrés de liberté :

2 + (2 × δ) +

(

1 × δ (δ + 1)

2

)

=
(4 + δ) (1 + δ)

2
. (3.26)

Cette analyse justifie la décomposition suivante de la métrique :

ηMN + ĥMN (x, y) = ηMN +

[

hµν (x, y) + αηµνϕ (x, y) Aµn (x, y)
Amν (x, y) −2αϕmn (x, y)

]

, (3.27)

où ϕ = ηmnϕmn est la trace associée aux scalaires ϕmn dans les dimensions supplémentaires, et
α une constante à déterminer. Par définition, la théorie effective associée en quatre dimensions
résulte de l’intégration de l’action fondamentale sur le volume des dimensions compactifiées.
Pour deux modes différents (~n 6= ~m), l’intégration de ei((~n−~m)·~y/R)sur ~y s’annule. Seuls les
modes correspondant à la même valeur de ~n vont coupler les uns aux autres :

∫ 2πR

0
dδy = Vδ . (3.28)

Considérons dans un premier temps la théorie effective pour les modes de masse nulle
(théorie effective à basse énergie). L’introduction de la décomposition (3.27) pour ces modes
dans l’action originale donne

S
(~n=0)
(4+δ) =

1

4
M2

(4)

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

αβ∂µhαβ − 1

4
∂µh∂

µh+
1

2
∂µh∂νhµν − 1

2
∂νh

µν∂ρhµρ

)

+
1

2
(∂µϕ∂

µϕ) +

(

1

4
FµνmFµνm + α2∂µϕ

mn
0 ∂µϕ0mn

)]

−1

2

∫

d4x (hµνT
µν + αϕT ) , (3.29)

où nous avons omis l’indice “~n = 0” identifiant les modes considérés. Les tenseurs F µνm sont
les tenseurs de forces liés aux champs vectoriels : F µνm ≡ ∂µAνm − ∂νAµm. Les scalaires ϕmn

0

sont les parties sans trace des champs ϕmn : ϕmn
0 = ϕmn − (1/δ)ηmnϕ. La diagonalisation des

termes cinétiques pour hµν et ϕ n’est obtenue que moyennant la présence du terme de trace
dans la partie 4 × 4 de la décomposition (3.27). La normalisation du terme cinétique pour
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ϕ n’est obtenue que pour le choix α2 = δ/(δ + 2). En vertu de l’équation (3.28), l’échelle de
masse M(4) est définie par la relation M 2

(4) = M2+δ
(4+δ)Vδ. Ce résultat donne la relation attendue

(3.7) entre les échelles de masse fondamentale et effective, si M(4) est identifiée à la masse
de Planck réduite M̄Pl (voir section 3.5). La normalisation canonique des termes cinétiques
peut être obtenue en redéfinissant le développement de la métrique en perturbations (3.13)
en fonction de la constante de couplage en quatre dimension G(4),

ĝMN (x, y) = ηMN +
√

2κ(4)ĥMN (x, y) , (3.30)

avec
1

2
κ(4) = M−2

(4) = 4πG(4) . (3.31)

Le confinement des champs de matière sur la 3-membrane réduit donc de façon importante
l’interaction. Les champs scalaires ne couplent qu’à travers leur trace ϕ, alors que les champs
vectoriels Aµm sont tout à fait découplés. La théorie effective à basse énergie qui en résulte
s’identifie à une théorie scalaire-tenseur de type Brans-Dicke avec un couplage scalaire fort :

S
(~n=0)
(4+δ) = S

(2)
(rg)

(

hµν , κ(4)

)

+ S
(2)
(sc)

(

ϕ, α(4+δ)

)

, (3.32)

avec

α(4+δ) =

√

δ

δ + 2

(

ω(4+δ) =
1 − δ

δ

)

. (3.33)

Le couplage scalaire évolue de sa valeur α(5) = 1/
√

3 (ω(5) = 0) pour une dimension supplé-
mentaire unique (δ = 1), vers un couplage unitaire α(4+δ) → 1 (ω → −1) pour un nombre
infini de dimensions supplémentaires (δ → ∞).

Nous savons que les modes ~n 6= 0 définissent des champs massifs. Cependant, leur iden-
tification et l’obtention de leur couplage à la matière sont fastidieuses et nécessitent une
redéfinition complexe des modes à chaque niveau ~n. Cette redéfinition [GRW99] fait appa-
râıtre, pour chaque mode ~n, un état de spin 2 (cinq composantes), δ− 1 états vectoriels (spin
1, trois composantes) et δ(δ−1)/2 états scalaires (spin 0, une composante), comme le suggère
le comptage des degrés de liberté6 :

5 + (3 × (δ − 1)) +

(

1 × δ (δ − 1)

2

)

=
(4 + δ) (1 + δ)

2
. (3.34)

En fait, à partir d’une hypothétique décomposition en champs non massifs au mode ~n (voir
(3.26)), un mécanisme de nature purement géométrique intervient, par lequel un champ vecto-
riel (2 composantes) et un champ scalaire (1 composante) sont absorbés par les composantes
du tenseur de rang 2 (2 composantes), pour donner un graviton massif, et δ−1 autres champs
scalaires sont absorbés dans les composantes longitudinales des δ − 1 champs vectoriels res-
tants. Mais, la matière étant confinée en quatre dimensions, certains de ces champs sont tout
à fait découplés et ne participent pas à la phénoménologie. Dans la section suivante, nous
décrivons une méthode originale beaucoup plus simple permettant d’identifier tous les cou-
plages (massifs et non massifs) à partir de la “réduction du propagateur” de la théorie en 4+ δ
dimensions.

6En quatre dimensions, un champ massif de spin 1 peut être défini à partir d’un champ vectoriel Aµ sous la
contrainte ∂µAµ = 0, qui réduit le nombre de composantes physiques de quatre à trois, à travers l’élimination
de la composante longitudinale scalaire. De façon analogue, un champ massif de spin 2 peut être défini à partir
d’un tenseur symétrique Sµν , avec les conditions ∂µSµν = 0 et Sµ

µ = 0 supprimant les composantes vectorielles
et scalaire. Toute particule de spin 2 massive comprend donc cinq degrés de liberté physiques parmi les dix
composantes de base.
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Réduction du propagateur

A l’inverse de la démarche précédente, nous étudions la structure et la propagation de la
gravitation en 4 + δ dimensions avant d’en étudier la décomposition en quatre dimensions.
Dans ce cadre, l’interaction gravitationnelle est véhiculée par un seul état d’hélicité 2 non
massif. Considérons le développement,

ĝMN (x, y) = ηMN +
√

2κ(4+δ)ĥMN (x, y) , (3.35)

pour un couplage défini par l’échelle électrofaible (soit S(3+δ), l’aire de la surface de la sphère
unité dans l’espace de dimension 3 + δ)7 :

1

2
κ(4+δ) = M

−(2+δ)
(4+δ) = S(3+δ)G(4) . (3.36)

L’action originale (3.14) est ainsi normalisée de façon canonique :

S
(2)
(4+δ) =

∫

d(4+δ)x

[

1

4
∂M ĥ

AB∂M ĥAB − 1

4
∂M ĥ∂

M ĥ+
1

2
∂M ĥ∂N ĥMN

−1

2
∂N ĥ

MN∂RĥMR

]

−
√

κ(4+δ)

2

∫

d4x
(

ĥµν (x, 0)Tµν

)

. (3.37)

Dans le formalisme défini au premier chapitre (section 1.6), la médiation de l’interaction
est définie en termes du propagateur pour ce graviton unique. Dans l’espace des moments, si
q(4+δ) est le moment de transfert, la fonction de Green des équations du mouvement en 4 + δ
dimensions s’écrit

GMN,AB
(

q(4+δ)

)

=
ηMAηNB + ηMBηNA − 2

2+δη
MNηAB

q2(4+δ) + iε
. (3.38)

Le terme d’interaction (∼ ĥµν(x, 0)Tµν) définit un vertex trilinéaire pour l’interaction entre le
graviton en dimension supérieure et les champs de matière confinés sur la membrane :

ĥµν(x, ~y)

√

κ(4+δ)

2 Tµν(x, 0)

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.

A nouveau, nous pouvons définir une amplitude générale de diffusion pour l’étude de la théorie

linéarisée. L’amplitude pour la diffusion de deux champs (de tenseurs énergie-moment T
(1)
µν et

T
(2)
µν ) par le graviton prend la forme

M(4+δ)

(

q(4+δ)

)

=
1

c5
N S(3+δ)

[

G(4+δ) T
(1)
µν G

µν,αβ
(

q(4+δ)

)

T
(2)
αβ

]

, (3.39)

où N est le coefficient de normalisation standard (voir (1.156)).

7Comme nous le montrons dans la section suivante, cette définition est introduite afin de s’assurer que
G(4+δ) soit la constante de couplage exacte définissant la loi de Newton en 4 + δ dimensions. Remarquons que
dans le cas δ = 0, nous retrouvons bien S(3) = 4π et κ(4) = 8πG(4).
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L’interaction en 4 + δ dimensions est établie. Sa décomposition dans une théorie effective
en quatre dimensions est donnée par le raisonnement suivant. L’équation (3.18) identifie la
partie transverse du moment de transfert (c’est-à-dire les composantes en dimensions supplé-
mentaires, ~qδ) à la masse d’un mode ~n :

q2(4+δ) = q2(4) −m2
n , (3.40)

avec mn = n/R. La nature de ces modes et leurs couplages à la matière peuvent être établis
grâce à la “réduction du propagateur” dans l’amplitude de diffusion définie ci-dessus. Pour un
moment de transfert q(4) fixé, tous les modes de Kaluza-Klein pour les champs de gravitation
participent à la propagation :

GMN,AB
(

q(4), y
m − y′

m
= 0
)

=
1

Vδ

∑

~n

GMN,AB
(

q(4), ~n
)

. (3.41)

L’amplitude de diffusion générale prend donc la forme effective suivante en quatre dimensions :

M(4+δ)

(

q(4)
)

=
1

c5
N S(3+δ)

[

1

Vδ

∑

~n

G(4+δ) T
(1)
µν G

µν,αβ
(

q(4), ~n
)

T
(2)
αβ

]

(3.42)

=
1

c5
N 4π

[

∑

~n

G(4) T
(1)
µν G

µν,αβ
(

q(4), ~n
)

T
(2)
αβ

]

. (3.43)

La relation entre les constantes de couplages

G(4) =
S(3+δ)

4πVδ
G(4+δ) , (3.44)

est posée pour obtenir le couplage standard d’interaction en quatre dimensions. Elle n’est
qu’une expression équivalente de l’équation (3.7). L’amplitude totale se décompose donc en

M(4+δ)

(

q(4)
)

= M0(4+δ) +
∑

~n6=0

Mn(4+δ) , (3.45)

où M0(4+δ) et Mn(4+δ) sont associées à l’interaction par la propagation de médiateurs non
massifs et massifs, respectivement.

L’amplitude à basse énergie M0(4+δ) peut encore se développer comme

M0(4+δ) =
1

c5
N 4π

[

G(4) T
(1)
µν

ηµαηνβ + ηµβηνα − 2
2+δη

µνηαβ

q2(4) + iε
T

(2)
αβ

]

(3.46)

=
1

c5
N 4π

[

G(4) T (1)
µν

ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ

q2(4) + iε
T

(2)
αβ

+
δ

δ + 2
G(4) T (1) 1

q2(4) + iε
T (2)

]

. (3.47)

L’action effective correspondante en quatre dimensions définit la théorie scalaire-tenseur de
gravitation avec un couplage scalaire fort, identifiée dans la section précédente (voir (3.32)).



68 CHAPITRE 3. DIMENSIONS SUPÉRIEURES LARGES

Nous obtenons donc deux vertex pour l’interaction gravitationnelle à basse énergie

h
(0)
µν

√

κ(4)

2 Tµν

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

ϕ(0)

α(4+δ)

√

κ(4)

2 T

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.

En ces termes par contre, l’identification des couplages massifs est immédiate (notons que
la structure tensorielle d’un champ de spin 2 massif est légèrement différente du cas non
massif8). Pour chaque ~n, nous pouvons développer Mn(4+δ) comme

Mn(4+δ) =
1

c5
N 4π

[

G(4) T
(1)
µν

ηµαηνβ + ηµβηνα − 2
2+δη

µνηαβ

q2(4) −m2
n + iε

T
(2)
αβ

]

(3.48)

=
1

c5
N 4π

[

G(4) T (1)
µν

ηµαηνβ + ηµβηνα − 2
3η

µνηαβ

q2(4) −m2
n + iε

T
(2)
αβ

+
2

3

δ − 1

δ + 2
G(4) T (1) 1

q2(4) −m2
n + iε

T (2)

]

. (3.49)

La théorie effective correspondante comprend donc, à chaque mode ~n, un graviton et un
scalaire massifs. L’interaction correspondante peut être définie à partir de l’action pour des
champs réels hµν(~n) et ϕ(~n) :

S
(~n6=0)
(4+δ) =

∑

~n6=0

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

αβ(~n)∂µh
(~n)
αβ − 1

4
∂µh

(~n)∂µh(~n) +
1

2
∂µh(~n)∂νh(~n)

µν

−1

2
∂νh

µν(~n)∂ρh(~n)
µρ +

1

4
m2

nh
(~n)h(~n) − 1

4
m2

nh
αβ(~n)h

(~n)
αβ

)

+

(

1

2
∂µϕ

(~n)∂µϕ(~n) − 1

2
m2

nϕ
(~n)ϕ(~n)

)]

∑

~n6=0

−
√

κ(4)

2

∫

d4x
(

hµν(~n)Tµν + β(4+δ)ϕ
(~n)T

)

. (3.50)

La constante β2
(4+δ) = (2/3)[(δ − 1)/(δ + 2)] définit le couplage relatif du mode scalaire au

mode tensoriel. En conclusion, dans un espace-temps comptant au moins deux dimensions

8Un calcul direct à partir de l’action pour un champ massif de spin 2 en quatre dimensions,

S =

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

αβ∂µhαβ − 1

4
∂µh∂

µh+
1

2
∂µh∂νhµν − 1

2
∂νh

µν∂ρhµρ

)

+

(

1

4
m2h2 − 1

4
m2hαβhαβ

)]

,

donne la structure suivante pour le propagateur correspondant :

Gµν,αβ (q) =

(

1

q2 −m2 + iε

)[(

ηµαηνβ + ηµβηνα − 2

3
ηµνηαβ

)

+

(

2

3

qµqν

m2
ηαβ +

2

3

qαqβ

m2
ηµν − qµqα

m2
ηνβ

−q
νqα

m2
ηµβ − qµqβ

m2
ηνα − qνqβ

m2
ηµα

)

+
4

3

(

qµqνqαqβ

m4

)]

,

où les termes O(qµqν , ...) ne contribuent pas à l’interaction avec la matière, par conservation de l’énergie et de
la quantité de mouvement : qµT

µν(q) = 0.
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supplémentaires (δ ≥ 2) compactes, des (4+δ)(1+δ)/2 degrés physiques disponibles à chaque
mode ~n, 6 couplent à la matière confinée en quatre dimensions, à travers un graviton de spin 2
(cinq composantes) et un scalaire (une composante). Dans le cas d’une dimension supplémen-
taire unique (δ = 1), seul un graviton de spin 2 subsiste à chaque mode. Le couplage scalaire
est par ailleurs interdit par simple comptage des degrés de liberté : (4 + δ)(1 + δ)/2 = 5. Les
vertex associés aux excitations massives se résument donc à

h
(~n)
µν

√

κ(4)

2 Tµν

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

ϕ(~n)

β(4+δ)

√

κ(4)

2 T

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.

Notons que cette procédure de réduction du propagateur évite, dans l’analyse des modes
nuls autant que pour les modes massifs, la prise en compte de champs scalaires et vectoriels qui
se propagent sans interaction avec la matière et ne participent donc pas à la phénoménologie.
Dans la section suivante, nous utilisons à nouveau les amplitudes de diffusion (et la réduction
du propagateur) pour comprendre la structure de l’interaction classique à travers le potentiel
associé, comme nous l’avons fait au chapitre 1 pour la Relativité Générale et les théories de
Brans-Dicke.

3.4 Potentiel d’interaction

Cette section établit la structure du potentiel d’interaction à toutes les échelles d’énergies,
au sein de ces théories où seule la gravitation peut se propager dans les dimensions supplémen-
taires [ADD99, KS00]. Dans un premier temps, ce potentiel est établi à partir de la théorie
originale en dimension supérieure, où la gravitation est définie par un unique graviton non
massif. Nous obtenons ensuite ce même résultat dans le cadre de la théorie effective au sein de
laquelle une tour infinie d’excitations de Kaluza-Klein participent à une interaction purement
quadridimensionnelle.

Théorie originale

La transformée de Fourier du potentiel classique d’interaction en 4 + δ dimensions est
donnée par l’amplitude (3.39) pour la diffusion de deux champs ψ1 et ψ2, dans la limite non
relativiste statique (T µν ≡ ρc2δµ

0δ
ν
0) :

M(4+δ)

(

q(4+δ)

)

= ĥµν(x, ~y)

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

=
1

c
N
(

2
δ + 1

δ + 2

)

G(4+δ)m1m2

(

S(3+δ)

−~q 2
(4+δ)

)

. (3.51)

~q(4+δ) est la composante spatiale du moment de transfert en 4 + δ dimensions. L’approche
indépendante qui suit est basée sur l’analyse de l’équation de Poisson pour le potentiel gra-
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vitationnel dans la théorie originale. Elle revient essentiellement à calculer la transformée de
Fourier inverse de l’expression (3.51), aux différentes échelles d’énergie.

Le mouvement des corps est géodésique. Dans la limite non relativiste, le potentiel d’in-
teraction V (~x, ~y) induit par une distribution de densité ρ(~x, ~y) est donné par l’équation de
Poisson

∆(3+δ)V (~x, ~y) =
δ + 1

δ + 2
κ(4+δ)ρ (~x, ~y) (3.52)

= 2
δ + 1

δ + 2
S(3+δ)G(4+δ)ρ (~x, ~y) . (3.53)

Cette équation n’est qu’une autre expression de la loi de Gauss pour l’interaction gravitation-
nelle :

~∇(3+δ) · ~f (~x, ~y) = −2
δ + 1

δ + 2
S(3+δ)G(4+δ)ρ (~x, ~y) , (3.54)

où ~f(~x, ~y) est la force gravitationnelle par unité de masse exercée sur un corps au point (~x, ~y).
La matière est confinée sur la membrane. Nous considérons une source ponctuelle m1 au point
~x1. La densité est donc donnée par une distribution delta : ρ(~x, ~y) = m1δ

3(~x−~x1)δ
δ(~y). A une

échelle de distance largement inférieure au rayon de compactification (r < R), l’espace-temps
est purement 4 + δ-dimensionnel, et l’intégration sur les 3 + δ dimensions spatiales donne une
force en 1/r2+δ. Pour la force ~F exercée par la source m1 sur une masse m2, nous obtenons
en effet

~F (r) = −GN(4+δ)
m1m2

r2+δ
r̂ , (3.55)

où ~r est le vecteur joignant m1 à m2, et r̂ = ~r/r, le vecteur unité correspondant. Le couplage
exact GN(4+δ) est défini par

GN(4+δ) = 2
δ + 1

δ + 2
G(4+δ) . (3.56)

Par contre, à des distances plus grandes que l’échelle de compactification (r > R), la source
peut être vue comme une distribution cylindrique qui remplit la totalité de la dimension sup-
plémentaire. Par application de la loi de Gauss (3.54) autour de cette distribution cylindrique,
et en vertu de la relation (3.44) entre les constantes de couplage nues G(4) et G(4+δ), nous
obtenons la loi de Newton habituelle en quatre dimensions :

~F (r) = −GN(4)
m1m2

r2
r̂ . (3.57)

Le couplage exact GN(4), identifié à la constante de Newton expérimentale G, est encore défini
à partir du couplage nu par

GN(4) = 2
δ + 1

δ + 2
G(4) . (3.58)

Théorie effective

En termes de la théorie effective en quatre dimensions, le potentiel d’interaction est donné
par l’amplitude totale (3.43) pour la diffusion de deux champs ψ1 et ψ2, dans la limite non
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relativiste statique. Cette amplitude se décompose comme

M(4+δ)

(

q(4)
)

=
∑

~n

1

c
N
(

2
δ + 1

δ + 2

)

G(4)m1m2

(

4π

−~q 2 −m2
n

)

(3.59)

=
∑

~n

( h
(~n)
µν

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

+ ϕ(~n)

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

)

=
1

c
N G(4)m1m2





(

1 + α2
(4+δ)

) 4π

−~q 2
+
∑

~n6=0

(

4

3
+ β2

(4+δ)

)

4π

−~q 2 −m2
n



 ,

(3.60)

où ~q est la composante spatiale du moment de transfert en quatre dimensions. La contribution
des modes nuls scalaire et tensoriel donne le potentiel de Newton exact. En accord avec la
théorie scalaire-tenseur définie à basse énergie, la constante de Newton est identifiée par la
relation G = G(4)(1+α2

(4+δ)), équivalente à la relation (3.58). Les modes massifs définissent, à

chaque niveau ~n 6= 0, un potentiel de Yukawa dont la portée est inversement proportionnelle
à la masse du mode considéré (mn = n/R) :

V (r) = V0 (r) +
∑

~n

Vn (r) (3.61)

= −Gm1m2

+∞
∑

~n=−∞

e−nr/R

r
. (3.62)

A des échelles de distance largement supérieures à l’échelle de compactification (r > R), ou
encore à des échelles d’énergie inférieures à l’énergie de masse du premier niveau d’excitation,
les contributions des termes de Yukawa sont supprimées, la théorie est essentiellement définie
par les modes de masse nulle et l’interaction est purement newtonienne, en accord avec le
résultat (3.57) :

V (r > R) ' −Gm1m2

r

(

1 + 2δe−r/R + ...
)

. (3.63)

Au-delà de cette échelle d’énergie (r < R), tous les modes massifs doivent être considérés, et
leur sommation peut s’exprimer sous forme intégrale, qui donne finalement la structure exacte
du potentiel d’interaction en terme d’une loi en 1/r1+δ :

V (r < R) = −Gm1m2

∫ +∞

−∞
d~n

e−nr/R

r
(3.64)

= −G
VδS(δ)Γ(δ)

(2π)δ

m1m2

rδ+1
(3.65)

= −
GN(4+δ)

1 + δ

m1m2

rδ+1
. (3.66)

Γ(δ) est la valeur de la fonction Γ(d) standard en d = δ, et S(d) est l’aire de la surface de la

sphère unité en dimension d. Cette loi donne l’expression exacte de la force en 1/r2+δ définie
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ci-dessus (voir (3.55))9.

En conclusion, l’interaction à courte distance est donnée par une loi différente de la loi
de Newton, dont l’intensité augmente plus rapidement lorsque les corps en interaction se
rapprochent. Par ailleurs, si la théorie originale nous donne un calcul direct du potentiel
classique, la théorie effective nous permet de comprendre l’origine quadridimensionnelle des
différentes contributions. La section suivante discute des contraintes expérimentales définies
sur base de cette structure.

3.5 Contraintes expérimentales

Cette dernière section établit les contraintes expérimentales majeures sur les modèles étu-
diés. Dans un premier temps, des limites sur la grandeur et le nombre des dimensions sup-
plémentaires sont définies et un mécanisme est envisagé pour leur stabilisation. La théorie
effective à basse énergie est redéfinie. Nous considérons ensuite les limites astrophysiques et
de laboratoire. Les contraintes correspondantes sur l’échelle de masse fondamentale de la
théorie résultent de modifications non négligeables des interactions à l’échelle électrofaible
introduites par la présence des vecteurs d’interactions massifs.

Potentiel d’interaction et couplage scalaire

Les considérations de la section précédente permettent de définir une limite sur la grandeur
des dimensions supplémentaires. Les tests expérimentaux de la gravitation, dont la vérification
de la loi de potentiel en 1/r, s’étendent depuis des distances d’ordre astronomique jusqu’au
millimètre [LCP99]. Par conséquent, les dimensions supplémentaires doivent être compactifiées
sur des rayons inférieurs au millimètre, de manière à assurer le découplage de tous les modes
massifs et des potentiels de Yukawa correspondants aux échelles accessibles expérimentalement
(voir (3.63)). Ceci revient à demander une échelle de masse (µ ≡ m(n=1) = 1/R) suffisamment
importante pour les modes de Kaluza-Klein :

R(exp) ≤ 10−3 m (3.67)

µ(exp) ≥ 2 × 10−4 eV . (3.68)

Ces conditions définissent donc la possibilité de dimensions extrêmement larges par rapport
à l’échelle de Planck, ou même à l’échelle électrofaible. Au niveau théorique, une masse fon-
damentale au TeV fixe le rayon de compactification R(4+δ) (voir (3.12)), et de manière équi-
valente l’échelle de masse µ(4+δ), en fonction du nombre de dimensions supplémentaires :

R(4+δ) = 2 × 10(31/δ−19) m (3.69)

µ(4+δ) = 10(12−31/δ) eV . (3.70)

Dans le cas d’une dimension supplémentaire unique, le rayon de compactification est de l’ordre
de grandeur de notre système solaire (R(5) ' 2×1012m), correspondant à une dégénérescence

9L’aire de la surface de la sphère unité dans un espace d-dimensionnel est donnée par Sd = 2πd/2/Γ(d/2).
Les fonctions Γ(d) sont définies comme Γ(d) ≡

∫∞

0
dx xd−1e−x. Elles satisfont aux relations utiles suivantes :

Γ(d/2) × Γ((d + 1)/2) = (π1/2/2d−1) × Γ(d) et d × Γ(d) = Γ(d + 1), et prennent les valeurs particulières
Γ(1/2) = π1/2 et Γ(1) = 1 en d = 1/2 et d = 1.
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extrême des masses (µ(5) ' 10−19 eV ). Ce cas est par conséquent exclu par les contraintes ex-
périmentales. Par contre, à partir de deux dimensions supplémentaires (δ ≥ 2), leur rayon est
inférieur au millimètre (R(4+δ) < 10−3m), et la masse de la première excitation est suffisante
pour que le potentiel correspondant découple des expériences actuelles (µ(4+δ) > 2×10−4 eV ).
Toute vérification expérimentale de la loi de Newton en 1/r à plus petite distance donnerait
des contraintes plus fortes sur la compactification et sur le nombre des dimensions supplémen-
taires. Notons déjà que les expériences les plus récentes [Hoy01, Ade02] vérifient la validité
de la loi en 1/r jusqu’à des distances de l’ordre de 200 micromètres. Strictement, ce résultat
n’est déjà plus compatible avec l’existence de deux dimensions supplémentaires que pour une
échelle fondamentale légèrement supérieure au TeV (augmenter l’échelle de masse fondamen-
tale revient en effet à diminuer le rayon de compactification des dimensions supplémentaires) :
δ = 2, M̄(4+δ) ≥ 4TeV .

Le problème de la dynamique de la compactification est une question récurrente dans le
cadre des théories en dimension supérieure. Quels que soient les détails du mécanisme dy-
namique à l’origine de la compactification [ADM01], il est indispensable que les dimensions
supplémentaires soient finalement stabilisées autour de leur valeur R. De manière générique,
l’introduction d’un potentiel pour les modes scalaires nuls offre une réponse adéquate à ce
problème. Ces modes définissant une perturbation sur la mesure R des dimensions supplé-
mentaires,

ds2y = (ηmn − 2αϕmn) dymdyn , (3.71)

celles-ci sont ainsi naturellement stabilisées autour du minimum de ce potentiel. Remarquons
en outre que la structure de l’interaction à basse énergie est modifiée par le mécanisme de
stabilisation, sans lequel la constatation suivante conduirait à un échec majeur de la théorie.
L’action (3.32) définit en effet, à basse énergie, une théorie scalaire-tenseur avec un couplage
scalaire fort : α2

(4+δ) ≥ 1/3. Or, l’ensemble des expériences gravitationnelles actuelles ne sont
compatibles qu’avec la présence d’une composante scalaire faiblement couplée à la matière, la
contrainte la plus forte venant des expériences de déflexion de la lumière : α2

(exp) ≤ 1.4× 10−4

(voir (1.92)). Mais l’introduction d’un potentiel pour la mesure des dimensions supplémentaires
induit un terme de masse pour les perturbations de cette mesure autour du minimum. Le
champ scalaire ϕ acquiert donc une masse mϕ et, si cette masse est suffisamment importante
(mϕ ≥ 2× 10−4 eV ), découple totalement de la théorie au-dessus du millimètre, à l’instar des
excitations de Kaluza-Klein. Par conséquent, la théorie effective à basse énergie s’identifie à la
Relativité Générale, en accord évident avec les contraintes expérimentales. Remarquons que,
dans le même temps, la constante de couplage G(4) s’identifie à la constante de Newton G.
L’échelle de masse dérivée M(4) est donc égale à la masse de Planck réduite M̄Pl, et la relation
(3.7) est finalement exacte.

Contraintes de laboratoire et astrophysiques

Le couplage gravitationnel en 4 + δ dimensions étant défini par une échelle de l’ordre du
TeV (M̄(4+δ) ' 1TeV ), une physique nouvelle associée à des effets quantiques forts devrait
être accessible aux expériences futures en laboratoire. A des énergies inférieures, certains ef-
fets gravitationnels pourraient déjà être observables. Ces effets sont essentiellement liés à
la production réelle de gravitons dans les processus électrofaibles. Du point de vue 4 + δ-
dimensionnel, il s’agit de la production d’un graviton non massif unique, dont le couplage est

supprimé par M̄(4+δ) plutôt que par la masse de Planck ((κ(4+δ)/2)
1/2 = M

−(2+δ)/2
(4+δ) ). La perte
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d’énergie correspondante est toujours associée à une énergie manquante. Le graviton produit
dans les dimensions supplémentaires a en effet une probabilité extrêmement faible d’interagir
à nouveau avec la membrane sur laquelle la matière est confinée. Du point de vue quadridi-
mensionnel, toutes les excitations de Kaluza-Klein du graviton sont définies par un couplage
à l’échelle de Planck ((κ/2)1/2 = M̄−1

Pl ). Leur production (et détection) individuelle est par
conséquent largement supprimée aux échelles impliquées dans les processus astrophysiques ou
en laboratoire. Par contre, la production combinée de ces modes de Kaluza-Klein est associée
à des effets a priori observables, étant donné la grande multiplicité des excitations qui peuvent
être produites :

ĥµν(x, ~y)

M
−(2+δ)/2
(4+δ) ψ, φ, Vµ

... =
∑

KK

(

gKK

M̄−1
Pl ψ, φ, Vµ

... ) .

Mais au niveau expérimental, la gravitation semble tout à fait découplée des autres interac-
tions, aussi bien dans les processus astrophysiques et cosmologiques (à des énergies de l’ordre
du keV ou du MeV ), que dans les processus électrofaibles étudiés en laboratoire (jusqu’à des
énergies au-delà de 100GeV ). Cette constatation définit des contraintes importantes sur les
théories en dimension supérieure [ADD98, ADD99].

Considérons d’abord les contraintes astrophysiques [Bar99]. Différents processus peuvent
entrer en jeu pour modifier la dynamique de l’évolution stellaire : annihilation d’une paire
photon - photon (γγ → gKK ) ou électron - positron (e+e− → gKK ) en gravitons, diffusion
“gravi-compton” (e−γ → e−gKK), bremsstrahlung, etc.. A une échelle d’énergie E au sein
d’une étoile, la section efficace pour la production d’un mode unique est essentiellement donnée
par l’inverse de la masse de Planck carrée : σKK ∼ M̄−2

Pl . Mais la production de tous les modes
de masse inférieure à l’énergie définie doit être prise en compte. Si le nombre de dimensions
supplémentaires est grand, l’échelle de séparation des masses des excitations de Kaluza-Klein
est importante10 et peu d’excitations massives peuvent être produites. La section efficace
totale est par conséquent négligeable. Nous considérons les cas où le nombre de dimensions
supplémentaires est petit (δ ≤ 6). La séparation entre les excitations massives est faible, et
la dégénérescence des états produits est importante. Dans la limite du continu, nous pouvons
écrire approximativement leur multiplicité à une échelle E comme

(∫ E

0

dm

1/R

)δ

= (ER)δ . (3.72)

La section efficace, proportionnelle à l’échelle fondamentale M(4+δ), est beaucoup moins sup-
primée que pour les productions individuelles :

σtot =
∑

KK

σKK ∼ (ER)δ

M̄2
Pl

∼ Eδ

M̄2+δ
(4+δ)

. (3.73)

Le même résultat est obtenu par simple argument dimensionnel si nous considérons la produc-
tion équivalente d’un graviton unique en 4+δ dimensions. A des énergies largement inférieures
au TeV , le taux d’émission d’énergie associé à la production de gravitons dans ces processus

10µ(6) ' 3 × 10−4 eV , µ(8) ' 20 keV , µ(10) ' 7MeV et µ(12) ' 0.1GeV pour δ = 2, 4, 6, 8 respectivement.
Dans la limite formelle δ → ∞, la masse de la première excitation est donnée par l’échelle fondamentale
elle-même : µ(∞) = 1TeV .
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astrophysiques est d’autant plus important que le nombre de dimensions supplémentaires est
faible. Les contraintes expérimentales sont donc associées à des limites sur le nombre de ces
dimensions. De manière équivalente, pour un nombre de dimensions fixé, la contrainte est
portée sur la valeur de l’échelle de masse fondamentale M(4+δ).

Les températures en jeu dans la dynamique stellaire sont de l’ordre du keV (1 keV dans le
soleil, 100 keV au sein d’une géante rouge), alors que l’énergie disponible par particule dans
une supernova est supérieure à 30MeV . Les limites expérimentales les plus fortes sont données
par l’observation de la supernova SN1987A. Les modifications de la dynamique stellaire sont
suffisamment faibles au-delà de trois dimensions supplémentaires pour proposer une échelle
fondamentale au TeV en accord avec l’observation : δ ≥ 3, M̄(4+δ) ' 1TeV . Par contre, dans
un espace-temps comptant deux dimensions supplémentaires, la dégénérescence des modes
massifs est trop importante. La théorie n’est alors compatible avec la dynamique observée que
pour une échelle fondamentale près de deux ordres de grandeur supérieure : δ = 2, M̄(4+δ) ≥
30TeV . Toutes les autres limites d’ordre astrophysique ou cosmologique (liées notamment à la
nucléosynthèse primordiale) étant définies à plus basse énergie, elles donnent des contraintes
moins fortes.

En laboratoire, l’ensemble des processus électrofaibles peuvent a priori être réétudiés
[HLZ99]. En particulier, des contraintes fortes sont attendues dans l’étude de contributions
anomales à la désintégration de particules massives. Ces contributions sont à nouveau as-
sociées à l’émission d’un graviton réel, sur une branche quelconque du diagramme corres-
pondant. Considérons le cas de la désintégration du boson massif Z0 (mZ0 ' 90GeV ) en
fermion-antifermion au tree-level (Z0 → ff̄ + gKK). Dans la limite où les masses des fer-
mions sont négligées, un argument dimensionnel donne l’expression suivante pour la largeur
de désintégration totale :

Γtot ∼
m5

Z0

M4
ew

(

mZ0

M̄(4+δ)

)2+δ

. (3.74)

Le facteur hors parenthèses correspond grossièrement à la largeur totale de désintégration
du Z0. Le facteur entre parenthèses définit le rapport de branchement pour la production de
gravitons dans cette désintégration. Dans la limite la plus critique (δ = 2, M̄(6) ' 1TeV ), ce
rapport reste extrêmement faible. Il est en fait inférieur aux incertitudes expérimentales sur
la largeur du Z0 :

Btot(Z0 → ff̄ + gKK) ∼ 10−4 . (3.75)

Dans le cas de la désintégration de particules moins massives, ce rapport de branchement est
encore plus faible. Aucune contrainte nouvelle n’est donc définie par cette analyse.

En conclusion, les contraintes expérimentales sur le potentiel d’interaction en 1/r excluent
l’existence d’une dimension supplémentaire unique (δ = 1). Les observations astrophysiques
(SN1987A) et les expériences en laboratoire définissent des contraintes sur la production de
gravitons dans les processus électrofaibles. Ces contraintes admettent les théories proposant au
moins trois dimensions supplémentaires larges avec une échelle fondamentale au TeV (δ ≥ 3,
M̄(4+δ) ' 1TeV ). Cette échelle fondamentale doit être légèrement supérieure au TeV dans le
cas de la présence de deux dimensions supplémentaires (δ = 2, M̄(6) ≥ 30TeV ). Notons que
l’implémentation de ces modèles ADD dans le cadre de certaines théories de Cordes permet
d’éviter cette majoration de l’échelle fondamentale [ADD99] pour δ = 2.
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Conclusion

En conclusion, proposer des (δ) dimensions supplémentaires larges pour la propagation
de l’interaction gravitationnelle revient à considérer une théorie en quatre dimensions, où la
gravitation est définie à travers l’interaction d’une tour infinie d’excitations massives (dont
les masses sont fortement dégénérées pour un faible nombre de ces dimensions supplémen-
taires) en sus du graviton de masse nulle habituel. Si nous admettons l’existence d’au moins
deux dimensions compactes (δ ≥ 2), ces modèles remplissent parfaitement l’ensemble des
contraintes expérimentales pour une échelle fondamentale à l’ordre du TeV (M̄(6) ≥ 30TeV
et M̄((4+δ)>6) ' 1TeV ) et définissent une physique nouvelle à des énergies et distances bientôt
accessibles à l’expérience. Cependant, le décalage entre les échelles électrofaible et de Planck
n’est éliminé qu’au prix de l’introduction d’une nouvelle mesure définissant les dimensions
larges (µ = 1/R). Une nouvelle hiérarchie apparâıt donc entre cette échelle (pour référence,
µ(6) ' 3× 10−4 eV ) et la masse électrofaible. Le problème de la hiérarchie des couplages n’est
donc pas vraiment résolu, mais seulement déplacé. Le chapitre suivant est consacré à l’étude
de modèles qui semblent mieux répondre au problème hiérarchique du Modèle Standard.



Chapitre 4

Dimension supérieure unique

1Le modèle RS a été proposé en 1999 par L. Randall et R. Sundrum. Une dimension
supplémentaire unique y est définie dans une géométrie non factorisable : les composantes
quadridimensionnelles habituelles sont déformées par la présence d’un facteur conforme dé-
pendant de la cinquième dimension y :

ds2 = e−2k|y|ηµνdx
µdxν − dy2 . (4.1)

Cette cinquième dimension est délimitée par la présence de deux membranes, sur l’une des-
quelles est défini notre univers quadridimensionnel. L’échelle fondamentale de la théorie est
donnée par la masse de Planck, qui doit naturellement régir la courbure de l’espace (k) et la
distance entre les deux membranes, mesure de la dimension supplémentaire (yc). Dans la pers-
pective de la résolution du problème hiérarchique, cette forme de la métrique est suggérée par
le fait que la présence d’un facteur conforme (multipliant la métrique de Minkowski, nécessaire
à l’invariance sous les transformations de Poincaré en quatre dimensions) définit un change-
ment d’échelle exponentiel, et en particulier une renormalisation importante des masses. Nous
établissons d’abord la théorie effective en quatre dimensions à travers une approche originale
(sections 4.1 à 4.3). Nous étudions ensuite la phénoménologie associée (section 4.4).

4.1 Modèle RS

Le modèle est donné par l’action suivante [RS99a, RS99b] :

S(rs) =

∫

d4x

∫

dy
√

ĝ

(

−Λ(5) −
1

4
M3

(5)R̂

)

+
∑

±

S±
mat . (4.2)

Le secteur gravitationnel est défini par l’action d’Einstein-Hilbert en cinq dimensions en pré-
sence d’une constante cosmologique. R̂ est le scalaire de courbure en cinq dimensions ; ĝ est le
déterminant de la métrique ĝMN , et Λ(5) la constante cosmologique. M(5) est l’échelle de masse
de la théorie2, de l’ordre de la masse de Planck MPl. La compactification de la cinquième di-
mension est réalisée sur l’intervalle −yc ≤ y ≤ yc. Nous considérons une compactification sur

1
~ = c = 1.

2Dans la formulation originale, l’échelle de masse M(5) est définie par le terme −2M3
(5)R̂ au niveau de

l’action (4.2). Nous choisissons une normalisation différente pour la cohérence avec les développements du
chapitre précédent.
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le cercle : y = rcφ, où rc est le rayon de compactification, et φ la variable angulaire, avec
−π ≤ φ ≤ π (yc = πrc). A cette symétrie se superpose une symétrie Z2, correspondant à
l’identification des coordonnées y et −y. La dimension supplémentaire est donc définie par
le quotient S1/Z2. Cette compactification dite “orbifold” offre deux points fixes : y+ = 0 et
y− = yc. En chacun de ces points est définie une membrane fixe, de tension V ±. La matière
considérée sur l’une ou l’autre membrane est définie par la structure habituelle :

S±
mat =

∫

d4x
√

−ĝ±
(

L±
(

Ψ̂, ĝ±µν (xµ)
)

− V ±
)

, (4.3)

où ĝ±µν(x
µ) ≡ ĝµν(x

µ, y = y±) est la métrique induite sur la membrane, et où Ψ̂ représente
les champs de matière sur cette structure. L’univers quadridimensionnel que nous connaissons
est défini sur la membrane en y = yc (S−

mat = S(vis)). La membrane en y = 0 n’est pas

directement accessible (S+
mat = S(hid)) et aucune autre forme d’énergie que la tension n’y est

définie (L+ = 0).

Nous comprenons d’emblée comment une réponse satisfaisante au problème hiérarchique
du Modèle Standard peut être obtenue. Comme la section suivante l’établit, l’échelle de masse
de la théorie effective (M̄Pl) est donnée à travers la relation

M̄2
Pl =

M3
(5)

k

(

1 − e−2kyc

)

. (4.4)

Cette relation est naturellement vérifiée, sans introduction de hiérarchie importante entre
M(5), k et µc = 1/yc, si les valeurs de ces paramètres fondamentaux sont de l’ordre de la masse
de Planck (réduite). Contrairement aux modèles ADD, l’échelle fondamentale est donc donnée
par la masse de Planck, et l’échelle électrofaible doit en être dérivée. Pour le comprendre,
considérons le lagrangien classique pour la matière dans la théorie métrique définie sur la
membrane visible3. Si l’espace-temps est effectivement défini par la structure (4.1), la métrique
induite sur la membrane est conformément plane,

ĝ(vis)
µν = e−2kyc ηµν . (4.5)

Le changement d’échelle nécessaire pour retrouver la structure asymptotique de Minkowski

(g
(vis)
µν = ηµν) est associé à une renormalisation des paramètres de masse de la théorie fonda-

mentale :

3Nous pouvons encore établir ce résultat dans l’action définissant le champ de Higgs Ĥ dans le Modèle
Standard. Cette action est définie en fonction de deux paramètres, λ et ν0 :

SH
(vis) =

∫

d4x
√

−ĝ(vis)

[

ĝµν
(vis)DµĤ

†DνĤ − λ
(

|Ĥ|2 − v2
0

)2
]

=

∫

d4x
√
−η

[

e−2kyc ηµνDµĤ
†DνĤ − e−4kyc λ

(

|Ĥ|2 − v2
0

)2
]

.

Après normalisation standard du terme cinétique (H = e−kycĤ), et pour v ≡ e−kyc v0, cette expression s’écrit
encore

SH
(vis) =

∫

d4x
√
−η

[

ηµν DµH
†DνH − λ

(

|H|2 − v2)2
]

.

La valeur dans le vide du champ de Higgs est donc naturellement réduite à l’échelle électrofaible pour un
paramètre fondamental v0 défini par l’échelle de Planck. Il en est de même pour toutes les masses du modèle,
qui sont définies par cette valeur v.
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Smat = −
∫

m0 ds|(e−2kyc ηµν) = −
∫

mds|(ηµν) , (4.6)

avec

m = e−kyc m0 . (4.7)

Ainsi, les masses à l’échelle électrofaible (m ' 1TeV (Mew)) sont obtenues à partir d’un
paramètre initial autour de l’échelle de Planck (m0 ' M̄Pl), l’unique échelle fondamentale
de la théorie. La réduction exponentielle définit la mesure de la dimension supplémentaire
en fonction du paramètre de courbure par la relation yc ' 40/k. En termes du rayon de
compactification, nous avons encore rc ' 12/k. Aucune hiérarchie importante n’est donc
requise : les paramètres M(5), k, µc = 1/yc et m0 sont tous de l’ordre de la masse de Planck,
et l’échelle électrofaible est naturelle pour les masses des champs définis sur la membrane en
z = z0.

4.2 Théorie effective

Le développement exact permettant l’établissement de la théorie effective est assez com-
plexe. D’une part, les fonctions d’onde définissant le développement des champs gravitationnels
en modes quadridimensionnels sont inconnues, contrairement au cas de l’espace plat, où la
décomposition de Fourier s’applique a priori. Ces fonctions d’ondes doivent donc être déter-
minées à partir des équations de champs définies par la théorie originale en cinq dimensions.
D’autre part, rappelons qu’un mode scalaire non massif est associé à la mesure de la dimension
supplémentaire (à travers la composante h55). La présence de matière étant responsable de
vibrations de la membrane dans la cinquième dimension, un couplage scalaire additionnel au
couplage étudié dans les modèles ADD doit être pris en compte. La méthode de “réduction
du propagateur” définie au chapitre 3 est ainsi mise en défaut [GKR00], et l’étude exacte de
la composante scalaire est beaucoup moins directe. Ces résultats sont établis en toute rigueur
dans la littérature. Sans prétendre à une déduction exacte et complète, nous voudrions suggé-
rer dans cette section quelques éléments originaux pour accéder à la théorie effective en termes
d’une “action en coordonnées conformes”. Nous étudions ensuite la phénoménologie associée.

Espace courbe (AdS5)

Avant toute autre chose, vérifions que la structure géométrique suggérée (voir (4.1)), ca-
ractéristique essentielle du modèle, est effectivement définie par les équations de champs de
la théorie. Introduisant un ansatz, pour une géométrie non factorisable, de la forme

ds2 = e−2σ(y)ηµνdx
µdxν − dy2 , (4.8)

les équations de champs se réduisent aux deux équations suivantes pour la fonction σ(y) :

σ′
2
(y) = −

Λ(5)

3M3
(5)

(4.9)

σ′′ (y) =
2

3M3
(5)

(Vhid δ (y) + Vvis δ (y − yc)) , (4.10)
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où σ′(y) ≡ ∂yσ. Ces équations n’admettent de solution que si la constante cosmologique
globale est négative, et si les tensions sont opposées et correctement ajustées :

Λ(5) = −3M3
(5)k

2 (4.11)

Vhid = −Vvis = 3M3
(5)k , (4.12)

où k > 0 est une constante arbitraire. La solution invariante sous la symétrie Z2 s’écrit
σ(y) = k|y|, et nous retrouvons la forme (4.1) attendue pour l’élément de distance, où k
est un paramètre de courbure. L’espace-temps ainsi défini s’identifie à la double copie d’une
tranche (0 ≤ y ≤ yc) d’un espace Anti-de Sitter en cinq dimensions (AdS5)

4. La métrique
s’écrit donc sous la forme

γMN (y) = diag
(

e−2k|y| ηµν ,−1
)

, (4.13)

et les perturbations peuvent être définies par le développement

ĝMN (x, y) = γMN (y) + hMN (x, y) . (4.14)

Notons que les relations (4.11) et (4.12) définissent deux ajustements (induisant notamment
une constante cosmologique nulle dans la théorie effective) qui peuvent parâıtre peu naturels.
Nous verrons plus loin qu’ils ne sont pas indispensables à la cohérence du modèle.

Action en coordonnées conformes

Les principaux éléments de notre approche consistent à définir la théorie effective au
niveau de l’action elle-même par intégration de la dimension supplémentaire, et non au niveau
des équations du mouvement. Cette technique a été envisagée récemment dans la littérature
[Boo02], toutefois nous considérons la théorie à partir d’un système de coordonnées différent
du système généralement utilisé, dont nous espérons qu’il simplifie le raisonnement.

La coordonnée conforme z dans la cinquième dimension est définie par la relation

z = sgn (y)
1

k

(

ek|y| − 1
)

, (4.15)

sur l’intervalle −zc ≤ z ≤ zc où la borne zc est donnée par l’échelle zc ≡ (1/k) (ekyc − 1) '
1TeV −1, alors que yc est définie par l’échelle de Planck. Dans ce système de coordonnées, la
géométrie de l’espace est conformément plane :

ds2 = e−2σ̃(z)ηMNdx
MdxN , (4.16)

où le facteur exponentiel est donné par eσ̃(z) = eσ(y(z)) = k|z|+1. Nous pouvons dès lors écrire
le développement en perturbations du champ gravitationnel sous la forme suivante,

ĝMN (x, z) = e−2σ̃(z)gMN (x, z) = e−2σ̃(z) (ηMN + hMN (x, z)) . (4.17)

Une simple transformation de Weyl permet de s’affranchir du facteur exponentiel global.
Les champs hMN (x, z) correspondent aux perturbations autour de l’espace de Minkowski.

4L’espace AdS5 est défini sur une dimension supplémentaire infinie (−∞ < y <∞) par la métrique

ds2(AdS5) = e−2kyηµνdx
µdxν − dy2 .
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Sous la transformation de Weyl (4.17), l’action (4.2) s’écrit en coordonnées conformes (à une
dérivée totale près5)

S(rs) =

∫

d4x

∫

dz
√
g

(

−1

4
M3

(5)e
−3σ̃

(

R+ 12σ̃pM σ̃pM

)

− e−5σ̃Λ(5)

)

+
∑

±

S±
mat , (4.18)

avec, sur la membrane visible,

S−
mat = S

(vis)
mat =

∫

d4x
√−g(vis)

(

L(vis)
(

Ψ, g(vis)
µν (xµ)

)

− V (vis)
)

. (4.19)

Les champs de matière (et leur paramètre de masse notamment) sont redéfinis sur la métrique
asymptotiquement plane (Ψ̂ → Ψ) par la transformation d’échelle liée au facteur exponentiel
(voir (4.6)). Dans cette approche, la structure de l’interaction et les couplages gravitationnels
dérivés dans la littérature pour la théorie effective en quatre dimensions peuvent être suggérés
comme suit.

(Structure de l’interaction)

Au chapitre précédent (section 3.3), notre analyse du nombre des degrés de liberté du
champ gravitationnel en 4 + δ dimensions nous a déjà permis de suggérer la répartition des
degrés physiques dans des champs tensoriels, vectoriels et scalaires de la théorie effective
en quatre dimensions. Il est évident que les couplages gravitationnels sont modifiés par la
structure asymptotique non triviale de l’espace dans le modèle RS. Mais le comptage des
degrés de liberté, et par conséquent la structure de l’interaction, doivent être les mêmes que
dans le modèle ADD en cinq dimensions, où le champ gravitationnel compte cinq composantes
physiques à chaque mode. Si la théorie effective exhibe des modes massifs, chaque mode ne
comptera par conséquent qu’un graviton de spin 2 (voir (3.34)). Au niveau non massif, outre
le radion, scalaire associé à la mesure dans la dimension supplémentaire, un graviton d’hélicité
2 et un vecteur sont attendus (voir (3.26)). Etant donné la structure géométrique particulière,
nous considérons une jauge axiale, définie par les conditions

gM5 = ηM5 (hM5 = 0) . (4.20)

Les perturbations restantes (dix composantes de hµν) peuvent a priori se décomposer comme

un mode tensoriel transverse et sans trace h
(tt)
µν (cinq composantes, ∂µh

(tt)
µν = 0 et h(tt) = 0),

un champ vectoriel ∂µh
(st)
µν (quatre composantes, h

(st)
µν ≡ hµν − (1/4)ηµνh) et le scalaire défini

par la trace h = hµ
µ elle-même (une composante).

Pour les champs non massifs, l’identification des degrés physiques passe par le choix de
conditions non explicitement covariantes telles que

h
(tt)
µ0 = 0

∂µh
(st)
µ0 = 0

∂ν∂µh(st)
µν = 0 . (4.21)

5Sous transformation de Weyl (ĝMN (x) = e−2σ(x)gMN (x)), le scalaire de courbure dans un espace n-
dimensionnel est donné par l’expression générale suivante :

R̂ = e2σ
[

R− (n− 1) (n− 2)σpMσpM + 2 (n− 1)σpM
pM

]

.
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Ces conditions laissent respectivement deux composantes tensorielles transverses et sans trace

pour un graviton d’hélicité 2 (h
(tt)
µν ), deux composantes vectorielles transverses pour un vecteur

non massif (∂µh
(st)
µν ) , et la composante scalaire h.

Pour les modes massifs, l’absence de modes vectoriel et scalaire s’exprime respectivement
dans les (cinq) contraintes supplémentaires suivantes :

∂z∂
µ
(

e−2σ̃h(st)
µν

)

= 0

∂z

(

e−2σ̃h
)

= 0 . (4.22)

Ces relations identifient donc les cinq composantes du graviton massif. De manière générale,
le confinement des champs de matière sur une 3-membrane et la conservation du tenseur
énergie-moment qui en résulte excluent d’emblée les couplages vectoriels6. Pour la simplicité
nous posons donc

∂µh(st)
µν = 0 . (4.23)

Notons que sous cette dernière condition, les composantes transverses et sans trace sont don-

nées par h
(tt)
µν ≡ h

(st)
µν .

En conclusion, la théorie effective en quatre dimensions doit définir le couplage à la ma-
tière d’une tour infinie d’états massifs de spin 2, ainsi qu’une structure scalaire-tenseur non
massive, dont les couplages restent à déterminer. Remarquons que l’ajustement des valeurs
de la constante cosmologique globale Λ(5) et des tensions V ± (voir (4.11) et (4.12)) est tel
que l’intégration de la dimension supplémentaire à l’ordre zéro dans les perturbations s’annule
exactement. La constante cosmologique dans la théorie effective en quatre dimension est donc
nulle :

Λ(4) = 0 . (4.24)

(Couplages gravitationnels)

Considérons la théorie définie par le terme contenant le scalaire de courbure (multiplié
par le facteur exponentiel e−3σ̃), et sous les contraintes (4.20), (4.22) et (4.23). L’expression
habituelle pour le développement à l’ordre 2 du scalaire de courbure autour de la métrique de
Minkowski est donnée par l’équation (3.14). Nous pouvons en extraire les termes cinétiques

pour les champs h
(tt)
µν et h, ainsi que les termes de masse pour les perturbations transverses

et sans trace (h
(tt)
µν ). Tous les termes de trace non dérivatifs (en quatre dimensions, “∂µ”) y

sont négligés. Leur contribution effective globale doit être nulle, puisqu’aucun mode scalaire
massif ne peut apparâıtre. Les couplages linéaires à la matière en quatre dimensions sont les
couplages classiques issus du lagrangien L(vis). La théorie linéarisée est donc donnée par

S
(2)
(rs) ⊃

∫

d4x

∫

dz

[

1

4
M3

(5)e
−3σ̃

(

1

4
∂µh

(tt)αβ∂µh
(tt)
αβ − 1

4
h′

(tt)αβ
h′

(tt)
αβ

)

+
1

4
M3

(5)e
−3σ̃

(

− 3

32
∂µh∂

µh

)

− 1

2
h(tt)µνTµν − 1

8
hT

]

, (4.25)

6Dans le modèle RS en particulier, les champs vectoriels eux-mêmes sont interdits. Le comptage des degrés
de liberté nous a montré qu’aucun mode vectoriel massif ne peut apparâıtre. La symétrie Z2 imposée a priori

interdit l’existence d’une composante vectorielle de masse nulle. En effet, si nous n’imposons pas la jauge axiale,
les modes vectoriels de masse nulle sont naturellement identifiés par des composantes non diagonales hµ5(x)
indépendantes de la cinquième dimension dans le développement (4.14). La symétrie Z2 impose que les champs
hµ5(x, y) soient impairs sous parité dans la dimension supplémentaire, et interdit donc tout mode vectoriel de
masse nulle.
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où h′µν ≡ ∂zh
µν .

Les fonctions d’ondes pour les perturbations tensorielles étant inconnues, la théorie ne peut
être intégrée d’emblée. Nous admettons l’existence d’une base de fonctions d’onde χ(m)(z)
définissant le développement en modes suivant :

h
(tt)
MN (x, z) =

∑

m

χ(m) (z)h
(m)
MN (x) . (4.26)

La normalisation canonique du terme cinétique et l’identification d’un terme de masse pour

les modes h
(m)
MN (x) dans la théorie effective, donne respectivement les contraintes suivantes,

qui doivent déterminer la fonction d’onde :

1

4
M3

(5)

∫

dz e−3σχ2
(m) (z) = 1 (4.27)

e−3σχ′2
(m) (z) = m2e−3σχ2

(m) . (4.28)

Il apparâıt de façon évidente que la théorie comprend un état d’hélicité 2 non massif, le gra-
viton, donné par une fonction d’onde constante χ(0). Les solutions de l’équation différentielle
(4.28) définissent aussi des états massifs de spin 2. La forme canonique de cette équation est
dérivée et étudiée en détail dans la section suivante.

Pour la perturbation scalaire, la dernière relation (4.22) identifie a priori une contrainte
de masse nulle. Elle définit aussi la fonction d’onde associée à la perturbation scalaire (non
massive donc),

h (x, z) = Ce2σ̃(z)ϕ (x) , (4.29)

dont le coefficient C est fixé par la normalisation du terme cinétique correspondant en quatre
dimensions.

Nous obtenons donc la théorie effective. Pour chaque mode massif, l’action s’écrit

S
(m6=0)
(rs) =

∫

d4x

[(

1

4
∂µh

(m)αβ∂µh
(m)
αβ − 1

4
m2h(m)αβh

(m)
αβ

)

− 1

2
χ(m)(zc)h

(m)µνTµν

]

,

(4.30)

où le couplage à la matière est défini par la valeur de la fonction d’onde sur la membrane visible
χ(m)(zc). Pour les modes de masse nulle (théorie effective à basse énergie), nous obtenons une
théorie de Brans-Dicke :

S
(m=0)
(rs) =

∫

d4x

[

(

1

4
∂µh

(0)αβ∂µh
(0)
αβ +

1

2
∂µϕ∂

µϕ

)

−
√

κ(4)

2

(

h(0)µνTµν + α(rs)ϕT
)

]

.

(4.31)

La fonction d’onde constante du graviton non massif, donnée par la relation

χ2
(0) =

4k

M3
(5)

(

1 − e−2σ̃(zc)
) , (4.32)

identifie par définition le couplage gravitationnel nu habituel (χ2
(0) = 2κ(4)). Par conséquent,

la relation entre les échelles de masse effective (M−2
(4) = κ(4)/2) et fondamentale s’écrit

M2
(4) =

M3
(5)

k

(

1 − e−2σ̃(zc)
)

. (4.33)
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Le couplage scalaire relatif explose exponentiellement [GT00, CGR00, PRZ00] :

α(rs) =
eσ̃(zc)

√
3

(4.34)

ω(rs) = −3

2

(

1 − e−2σ̃(zc)
)

. (4.35)

Remarquons que pour une courbure nulle, k = 0, nous retombons effectivement sur les résultats
des modèles ADD en cinq dimensions. L’équation différentielle (4.28) admet pour solutions
les exponentielles imaginaires définissant la décomposition de Fourier (χ2

(m) → χ(n)χ(−n)) et

le spectre de masse est défini par la relation m = n/R. La théorie effective à basse énergie est
définie par une théorie de Brans-Dicke dont le couplage scalaire est donné par α(5) = 1/

√
3

(ω(5) = 0). Comme nous l’avons suggéré, la majoration du couplage scalaire dans le modèle
RS est liée au mode de vibration de la membrane visible dans la cinquième dimension.

4.3 Modes massifs

L’objectif de cette section est d’obtenir le spectre des excitations massives du graviton
et les couplage associés [RS99b, Boo02]. Une intégration par parties de la contrainte (4.28)
donne l’équation différentielle linéaire simple suivante pour la fonction d’onde des états de
spin 2 massifs :

χ′′ (z) − 3σ̃′χ′ (z) = −m2χ (z) . (4.36)

Si nous redéfinissons la fonction d’onde par ψ(z) = e−3/2σχ(z), cette équation prend la forme
canonique d’un puits de potentiel en mécanique quantique, avec la normalisation habituelle
de la fonction d’onde de l’état étudié7 :

1

4
M3

(5)

∫

dz ψ2 (z) = 1 , (4.37)

[

−1

2
∂2

z + V (z)

]

ψ (z) =
1

2
m2ψ (z) , (4.38)

pour le potentiel

V (z) ≡ 15

8
k2e−2σ̃(z) − 3

2
k
(

δ (z) − e−σ̃(zc)δ (z − zc)
)

. (4.39)

Au voisinage de l’origine, le potentiel ressemble à une distribution δ(z), augmentée d’une
barrière de potentiel, qui lui confère l’allure d’un “potentiel volcan”. Un puits de potentiel
donné par une distribution δ(z) admet un état lié unique. L’équation exacte produit effecti-
vement un état lié donné par la solution de masse nulle que nous avons déjà établie :

ψ(0) (z) =
√

2κ(4)e
−3/2σ̃(z) . (4.40)

Considérons maintenant l’équation pour m 6= 0. Les distributions delta introduites par les
tensions sur chacune des deux membranes définissent des conditions aux limites à imposer
aux solutions générales (conditions de saut). Les coefficients de l’équation résiduelle n’étant

7Les relations donnant les dérivées de σ̃(z) peuvent être utiles dans l’établissement de l’équation pour ψ(z) :
σ̃′(z) = e−σ̃sgn(z)k et σ̃′′(z) = −e−2σ̃k2 + 2e−σ̃k(δ(z) − δ(z − zc)).
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fonction que de la variable x = m(|z|+ 1/k) > 0, il est naturel de définir une fonction d’onde
ψ̃(x) = ψ(z). L’équation correspondante s’écrit

ψ̃′′ (x) +

(

1 − 15

4x2

)

ψ̃ (x) = 0 , (4.41)

dont les solutions (qui, en termes de z, seront naturellement paires comme la symétrie Z2

l’impose) sont données par les fonctions de Bessel8 d’ordre 2, Y2(x) et J2(x). Considérons
donc l’expression la plus générale,

ψ̃ (x) = Nm

√
x (Y2 (x) +RJ2 (x)) , (4.42)

où Nm est un coefficient défini par la normalisation (4.37) et R une constante arbitraire. Sous
les hypothèses de parité et de continuité de la fonction d’onde, les conditions de saut en z = 0
et z = zc sont définies, à partir de l’équation (4.38), par

ψ′
(

0+
)

= −3

2
kψ (0) (4.43)

ψ′
(

z−c
)

= −3

2
ke−σ̃(zc)ψ (zc) . (4.44)

Les valeurs ψ′(0+) et ψ′(z−c ) représentent les dérivées de la fonction d’onde en z = 0 et z = zc.
Les limites sont prises pour des valeurs supérieures à 0 et inférieures à zc respectivement (la
fonction d’onde étant paire, sa dérivée est impaire sous parité dans la cinquième dimension).
La première condition fixe le poids relatif des solutions Y2(x) et J2(x) : R = 4k2/πm2. La
seconde contrainte, associée à la compactification de la dimension supplémentaire, définit
naturellement la discrétisation du spectre de masse. Cette condition n’est satisfaite que pour
des valeurs de masses telles que les fonctions de Bessel sont dans leur régime asymptotique
x > 1,

√
xJ2 (x) '

√

2

π
cos

(

x− 5π

4

)

(4.45)

√
xY2 (x) '

√

2

π
sin

(

x− 5π

4

)

. (4.46)

Dans ce régime, la forme générale de la solution (4.42) se réduit dans la variable z (pour des
masses bien en dessous de la masse de Planck m/k � 1) à

ψ (z)|(mzc>1) '
4k2

πm2
Nm

√

2

π
cos

(

m|z| − 5π

4

)

. (4.47)

Le spectre de masse est donc défini à l’échelle du TeV , et par l’équation

tan

(

mzc −
5π

4

)

' 3

2

1

mzc
, (4.48)

8Les fonctions de Bessel d’ordre ν, Yν(x) et Jν(x) sont les solutions générales de l’équation de Bessel :

W ′′(x) +
1

x
W ′(x) +

(

1 − ν2

x2

)

W (x) = 0 .
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dont les solutions pourm sont approximativement données commem(n=0) ' π/2zc etm(n≥1) '
(π/4+nπ)/zc. En bonne approximation, la normalisation (Nm) est fixée à partir des solutions
asymptotiques :

ψ(mn) (z) ' 2
(

M3
(5)zc

)1/2
cos

(

m (|z| + 1/k) − 5π

4

)

. (4.49)

Les couplages eux-mêmes des modes massifs sont donc régis par l’échelle électrofaible (sous la
condition expresse que M(4) = M̄Pl) :

χ(mn) (zc) '
2eσ̃(zc)

M(4)

(

' eσ̃(zc)χ(0)

)

' 1TeV −1 . (4.50)

La structure de l’interaction induite par ces excitations massives est par conséquent fort
différente du cas des dimensions supplémentaires plates, où les masses s’échelonnent sur une
échelle extrêmement fine (pour un faible nombre de dimensions supplémentaires), pour des
couplages définis par l’échelle de Planck. Dans le cadre présent, masses et couplages sont
donnés par l’échelle électrofaible.

4.4 Phénoménologie

Aux énergies atteintes actuellement en laboratoire (≤ 100GeV ) aucune contrainte expé-
rimentale ne peut être posée. Cependant, à des énergies de l’ordre du TeV , accessibles aux
expériences futures, ces résonances sont détectables individuellement et peuvent être étudiées
en détail à partir de leurs produits de désintégration [RS99b]. Il s’agit là de la signature phéno-
ménologique principale, à travers laquelle la théorie est effectivement sujette aux vérifications
expérimentales, en des termes extrêmement différents des modèles ADD.

La structure du potentiel d’interaction complet est aussi très différente de celle des autres
théories en dimensions supplémentaires, mais les modifications de la loi en 1/r sont absolument
inaccessibles à l’expérience. La géométrie de l’espace total étant non triviale, le potentiel
d’interaction classique sur la membrane ne peut être défini aisément à partir de la théorie
originale en cinq dimensions. Dans le cadre de la théorie effective par contre, nous savons
que le potentiel complet pour l’interaction statique entre deux corps m1 et m2 est donné par
les potentiels de Yukawa induits par l’échange de gravitons massifs, en sus de l’interaction
newtonienne habituelle V0(r) définie par les modes de masse nulle :

V (r) = V0 (r) +
∑

mn

Vmn (r) . (4.51)

Le couplage important (TeV −1) de chacun de ces modes massifs donne la contribution indi-
viduelle suivante :

V(mn) (r) ' −Gm1m2
e2σ̃(zc)e−mnr

r
. (4.52)

Mais, la masse de ces modes étant donnée par l’échelle du TeV , une telle contribution ne
prend d’importance par rapport au potentiel de Newton qu’à des distances extrêmement
petites (r ∼ σ̃/mn ∼ 80/mn), de l’ordre de l’échelle électrofaible pour les premières masses du
spectre. Le potentiel d’interaction est donc donné en très bonne approximation par le potentiel
de Newton, même bien au-delà des énergies accessibles aux expériences actuelles et futures
testant la loi en 1/r.
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Les modes massifs peuvent donc être négligés à basse énergie, où la gravitation est définie
par l’échange d’un mode tensoriel (le graviton) et d’un mode scalaire fort, dont la présence
est critique à plusieurs titres. Au niveau théorique d’une part, la relation (4.4) entre l’échelle
fondamentale de la théorie originale (M(5)) et l’échelle de Planck M̄Pl, est indispensable à
l’établissement d’un modèle sans hiérarchie d’échelle. En vertu de l’équation (4.33), cette
identité n’est effectivement établie que si, et seulement si, l’échelle de masse nue M(4) est
identifiée à la masse de Planck réduite. Or, dans le contexte de la théorie de Brans-Dicke définie
par les modes de masse nulle, la relation entre l’échelle de Planck et M(4) est donnée comme

M̄−2
Pl = (1+α2

(rs))M
−2
(4) . Par conséquent, la théorie ainsi définie, avec une contribution scalaire

dominant exponentiellement la contribution tensorielle habituelle, semble lourdement mise en
défaut. D’autre part, la valeur α(rs) est en décalage profond avec la contrainte expérimentale
définie par les tests classiques de la gravitation à l’échelle de notre système solaire : α(exp) ≤
1.4 × 10−4 (voir (1.92)). Fort heureusement, comme nous l’avons vu, la dynamique de la
compactification d’une dimension supplémentaire doit inévitablement fournir un mécanisme
de stabilisation. De manière générale, la stabilisation est réalisée à travers l’introduction d’un
potentiel pour le champ scalaire, qui acquiert une masse et se trouve exclu de la théorie
effective à basse énergie. Dans le cadre du modèle RS [GW99a, GW99b, GW00, Csá00], la
masse associée au champ scalaire est naturellement de l’ordre du TeV , bien au-delà de la
contrainte expérimentale (mϕ ≥ 2× 10−4 eV ) relative à l’introduction d’un terme de Yukawa
dans le potentiel d’interaction. La théorie effective à basse énergie donne donc une interaction
purement tensorielle, équivalente à la gravitation en champ faible définie par la Relativité
Générale9. Masse nue M(4) et masse de Planck sont identifiées, et le modèle peut prétendre
être défini à partir d’une échelle fondamentale unique (voir (4.4)).

En conclusion, aucune contrainte expérimentale n’existe sur cette théorie dans les domaines
de distance et d’énergie accessibles aux expériences gravitationnelles et électrofaibles actuelles,
mais des signatures fortes sont attendues en laboratoire à des énergies de l’ordre du TeV .

Conclusion

Proposer une dimension supplémentaire (unique et compactifiée) pour la propagation de
l’interaction gravitationnelle dans une géométrie non factorisable, revient encore à définir la
gravitation en termes d’une tour infinie d’excitations massives en sus du graviton de masse
nulle habituel. La théorie effective à basse énergie s’identifie à nouveau à la Relativité Générale.
La géométrie non triviale rend l’identification des modes massifs beaucoup plus subtile que
dans le cadre des modèles ADD et modifie fondamentalement la phénoménologie : pour une
échelle fondamentale à la masse de Planck, les masses et couplages sont donnés à l’échelle élec-
trofaible (TeV ). Par conséquent, des signatures particulières apparaissent au TeV , en termes
desquelles cette théorie sera rapidement sujette à des vérifications expérimentales, mais les
contraintes expérimentales définies par les expériences gravitationnelles et électrofaibles ac-
tuelles sont d’emblée satisfaites. Par ailleurs, la course d’un facteur géométrique exponentiel
sur la dimension supplémentaire semble apporter une réponse réelle au problème de la hié-
rarchie des couplages gravitationnel et électrofaible. Notons que beaucoup d’autres modèles
ont déjà été imaginés depuis l’introduction de ce modèle original. Certains admettent la pos-

9Notons que le mécanisme particulier introduit pour la stabilisation de la dimension supplémentaire permet
de libérer la contrainte d’identification des tensions sur chacune des membranes (V(hid) 6= V(vis)), en conservant
toutefois un ajustement fin pour une constante cosmologique effective nulle (Λ(4) = 0).
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sibilité d’une constante cosmologique effective non nulle [KR01a, KKR01, KR01b], d’autres
imaginent l’existence de plusieurs dimensions supplémentaires dans cette géométrie.

Replaçons-nous dans la perspective de l’établissement de contraintes importantes sur des
charges auxiliaires de gravitation en termes de l’étude de radiations dipolaires dominantes liées
à la violation du Principe d’Equivalence Fort. Nous pouvions nous attendre à ce que ces théo-
ries en dimension supérieure définissent des champs de gravitation auxiliaires de masse nulle
à partir des composantes extradimensionnelles de la métrique. Mais les théories considérées
admettent un secteur gravitationnel à basse énergie identique à celui de la Relativité Générale.
Les raisons qui sont à la base de cette réduction importante sont les suivantes. D’une part,
le confinement de la matière en quatre dimensions supprime les couplages vectoriels. D’autre
part, la nécessité d’un mécanisme de stabilisation des dimensions compactifiées supprime le
couplage scalaire lié à la mesure de ces dimensions. Pour des dimensions supplémentaires dans
un espace plat, la compactification est essentielle pour satisfaire aux contraintes expérimen-
tales gravitationnelles et électrofaibles. En annexe, nous montrons que cette hypothèse n’est
pas indispensable dans le cadre d’une géométrie non factorisable [RS99b, LR00]. Dans ce
cadre, aucune contrainte de stabilisation n’affecte un éventuel couplage scalaire. Malheureu-
sement, dans le même temps, les perturbations de la mesure d’une dimension infinie perdent
leur sens, et le couplage du mode scalaire associé tombe naturellement à zéro (voir annexe
B). Dans le chapitre suivant, nous (ré)envisageons la possibilité que les champs de matière se
propagent, comme la gravitation, en dimension supérieure.



Chapitre 5

Systèmes binaires et contraintes

Dans ce dernier chapitre, nous poursuivons l’étude de l’interaction gravitationnelle définie
par la présence de champs auxiliaires en quatre dimensions, dans l’analyse des radiations gra-
vitationnelles dipolaires dominantes associées. Nous généralisons d’abord la relation établie
au chapitre 2 entre la violation du Principe d’Equivalence Fort et les radiations dipolaires, en
termes du concept général de charge gravitationnelle (section 5.1). Dans la deuxième section,
nous revenons sur les théories de Brans-Dicke, première extension minimale de la Relativité
Générale, où la charge gravitationnelle auxiliaire est identifiée par l’énergie de liaison gravi-
tationnelle interne de corps compacts. Dans le cadre de la théorie linéarisée, nous redérivons
certains résultats dans une approche centrée sur cette notion de charge auxiliaire. Nous dé-
veloppons ensuite un modèle original [GW02], inspiré par notre étude des espaces-temps de
dimension supérieure, définissant une théorie où les champs de matière se propagent dans
des dimensions supplémentaires au même titre que la gravitation. A basse énergie, la théorie
effective en quatre dimensions s’identifie à une théorie vecteur-tenseur de gravitation, dont la
charge vectorielle est définie par la quantité de mouvement transverse des corps (section 5.3).
Enfin, l’analyse de la décroissance orbitale de pulsars binaires suggère des contraintes nou-
velles sur ces couplages gravitationnels (scalaire et vectoriel) au-delà de la Relativité Générale
(section 5.4). Les limites obtenues sur la composante scalaire pourraient en fait atteindre le
niveau de précision attendu des expériences futures dédiées à l’étude du couplage associé.

5.1 Charges gravitationnelles

En électromagnétisme, la formule classique de Larmor [Jac75, LL66b] pour le taux de
radiation dû à des mouvements cycliques de charges est donnée par

−dE
dt

=
1

6πc3
D̈iD̈i , (5.1)

où Di =
∑

a qar
i
a est le moment dipolaire pour une source constituée d’un ensemble de charges

électriques qa.
Dans la théorie purement tensorielle d’Einstein, l’analogue gravitationnel de la charge

électrique q est la masse m elle-même. La conservation de la quantité de mouvement dans
la limite non relativiste interdit les radiations dipolaires gravitationnelles et la structure qua-
drupolaire domine. Intuitivement, nous pouvons nous assurer de la présence de radiations
gravitationnelles dipolaires en plongeant la théorie d’Einstein dans un espace-temps de di-
mension supérieure (disons en dimension 5). La projection d’un mouvement quadrupolaire
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sur notre univers quadridimensionnel correspond alors à un mouvement dipolaire (Fig. 5.1) :

x5

ix Fig. 5.1 – Dipole comme pro-
jection d’un quadrupole extradi-
mensionnel.

En effet, l’action pour le mouvement géodésique d’une particule-test en cinq dimensions,

S = −c
∫

mds(5) , (5.2)

se réduit dans l’approximation de champ faible et pour u5 � c, à

S ' −
∫ [

mc+

(

m
u5

c

)

uµg5µ

]

ds , (5.3)

si ds = cdτ est l’élément de longueur infinitésimal en quatre dimensions (uµ = dxµ/dτ et
u5 = dx5/dτ). Une seconde charge gravitationnelle est définie dans le second terme de cette
action : mu5/c. Elle est associée au champ vectoriel g5µ(~x, t) en quatre dimensions. Une
interaction gravitationnelle vectorielle semblable à l’électromagnétisme apparâıt donc et des
radiations dipolaires sont permises si les corps se propagent dans la dimension supplémentaire
avec une vitesse “intrinsèque” constante. Nous envisageons cette possibilité en détail dans la
section 5.3. Notons pour l’instant que l’action (5.3) implique les équations du mouvement
suivantes :

mu̇α +mΓα
µνu

µuν ' c2
(

m
u5

c

)

(g ρ,α
5 − g α,ρ

5 )
uρ

c
. (5.4)

Par conséquent, l’accélération d’un corps dans le référentiel en chute libre est non nulle dans
la limite non relativiste (v5 = dx5/dt) :

~a− ~g ' −c2
(

v5

c

)

~∇g50 . (5.5)

Le terme de droite étant de nature gravitationnelle, le Principe d’Equivalence est violé à
travers une perte de l’universalité de la chute libre. Tous les corps chargés (mv5/c) sont sujets
à une accélération anomale. Nous établissons ainsi une connexion générique entre l’existence de
radiations dipolaires et la violation du Principe d’Equivalence, liée à l’existence d’une charge
de gravitation auxiliaire. Nous généralisons par là le résultat établi dans la section 2.4 pour
les théories métriques de gravitation en quatre dimensions. Rappelons que dans ce cadre, la
masse de corps compacts dépend de la valeur asymptotique locale des champs auxiliaires de
gravitation φ. Il en résulte une charge gravitationnelle auxiliaire (ms) associée à une violation
du Principe d’Equivalence dans sa version forte seulement.

5.2 Théories de Brans-Dicke

Dans notre étude des théories scalaire-tenseur au premier chapitre, nous avons déjà insisté
sur le fait que la masse de corps étendus dépend naturellement de la valeur asymptotique
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locale du champ scalaire [Ear75]. La raison en est que l’interaction scalaire survit même dans
un référentiel en chute libre, modifiant par là la structure interne des corps et, par conséquent,
leur masse totale. Par souci de simplicité, les corps compacts sont traités comme des corps
ponctuels, bien qu’ils présentent une dépendance explicite de leur masse dans le champ scalaire.
L’action définissant les théories de Brans-Dicke est alors donnée par les équations (1.133) et
(1.134) :

S(bd′) = − c3

16π

∫

d4x
√−g

(

ΦR− ω

Φ
Φ,αΦ,α

)

− c
∑

a

∫

ma (Φ) dsa . (5.6)

Nous nous intéressons encore une fois à la théorie linéarisée. Soit Φ0 la valeur cosmologique
du champ scalaire, nous définissons les perturbations de la métrique et du champ scalaire de
manière légèrement différente par rapport aux relations (1.157) :

gµν = ηµν +
√

2cκ′ (hµν − αηµνϕ)

Φ = Φ0

(

1 + α
√

2cκ′ϕ
)

. (5.7)

Dans cette décomposition, le champ hµν intègre uniquement la partie tensorielle des champs
de gravitation (sans nécessité d’introduire la variable θµν). La théorie linéarisée est donnée
par la décomposition directe suivante :

S
(2)
(bd′) = S

(2)
(rg)

(

hµν , κ
′
)

+ S
(2)
(sc′) (ϕ, α (1 − 2s)) . (5.8)

La partie tensorielle est donnée par l’action linéaire habituelle. La partie scalaire est la géné-
ralisation de l’action (1.160), tenant compte d’une interaction supplémentaire pour des corps
compacts :

S
(2)
(sc′) (ϕ, α (1 − 2s)) =

∫

d4x

[

1

2
(∂µϕ∂

µϕ) + α

√

κ′

2c
ϕT (1 − 2s)

]

. (5.9)

Une seconde charge gravitationnelle apparâıt donc en termes de la sensitivité des corps s =
(∂ lnm/∂ ln Φ)|Φ0

, qui n’est autre que l’énergie de liaison gravitationnelle interne (voir (1.146)).

Par conséquent, en termes de théorie des champs, la cinétique est toujours définie par les
mêmes propagateurs, identifiés par les relations (1.155) et (1.161). Seul le couplage scalaire
est modifié :

ϕ

α(1 − 2s)
√

κ′

2c T

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.

Violation du Principe d’Equivalence Fort

Le potentiel classique d’interaction est donné par l’amplitude de diffusion standard entre
deux champs ψ1 et ψ2, évaluée dans la limite non relativiste statique. Pour le couplage scalaire-
tenseur modifié, nous obtenons :
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M(bd′) (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

+ ϕ

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

α(1 − 2s2)

α(1 − 2s1)

=
1

c
N
(

1 + α2 (1 − 2s1) (1 − 2s2)
)

G′m1m2

(

4π

−~q 2

)

,(5.10)

où N est le coefficient de normalisation standard, et ~q la composante spatiale du moment de
transfert. Cette amplitude définit bien une interaction newtonienne avec pour constante de
couplage

G12 =
(

1 + α2 (1 − 2s1) (1 − 2s2)
)

G′ . (5.11)

Pour des particules-tests (non compactes en l’occurrence), la constante de couplage se réduit
à l’expression habituelle définissant la constante de Newton G en fonction du couplage nu G′.
L’expression générale pour G12 en fonction de G est donc effectivement donnée par la relation
(1.145), qui définit la violation du Principe d’Equivalence Fort dans la limite non relativiste.

Dipole scalaire

Comme nous l’avons remarqué au premier paragraphe de cette section, la source du champ
scalaire dans notre théorie linéarisée est m(1 − 2s) plutôt que la masse m elle-même. La
sensitivité s représente une nouvelle forme de charge gravitationnelle. Par conséquent, des
radiations monopolaires sont toujours interdites à cet ordre par conservation de la charge,
mais des radiations dipolaires (induites par la charge ms) apparaissent comme dans le cas
de l’électromagnétisme. La procédure standard pour obtenir le taux d’émission d’énergie sous
forme de radiations scalaires dipolaires consiste à développer la solution radiative pour ϕ en
moments multipolaires, pour l’introduire dans le tenseur énergie-moment associé au champ
scalaire. La variation de l’action linéarisée donne l’équation d’onde

2ϕ = α

√

κ′

2c
T (1 − 2s) , (5.12)

où le tenseur énergie-moment est calculé sur l’espace de Minkowski (T = ρc2). Cette équation
est valable à des corrections O(1/c2) près. Dans la zone d’onde et pour des mouvements lents,
la solution radiative se développe en moments multipolaires. Dans le cadre de notre théorie
linéarisée, seuls les termes monopolaire (dominant) et dipolaire (correction d’ordre O(1/c))
prennent tout leur sens. Aussi, omettant le premier terme ϕ '

∫

d3~xT (1− 2s) constant, nous
écrivons la solution radiative comme une solution purement dipolaire :

ϕ (~x, t) ' α

4πR

√

cκ′

2
ni
∂

∂t

∫

d3~x ′ x′
i
(1 − 2s) ρ

(

~x ′, t−R/c
)

. (5.13)

R est la distance à la source. Le temps t − R/c identifie l’instant d’émission de l’onde, et le
vecteur unitaire ~n = ~x/R définit la direction source - observateur (ligne de visée), dans un
référentiel où la source est à l’origine. Le premier terme (indépendant de s) n’est autre que
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la quantité de mouvement totale du système, qui est conservée dans la limite non relativiste.
Ce terme ne contribue donc pas à la dynamique. Reste le second terme dipolaire induit par
la charge s :

ϕ (~x, t−R/c) ' − α

2πR

√

cκ′

2
niḊ

i
(s) (t−R/c) , (5.14)

où le dipole Di
(s) est défini comme

Di
(s) =

∫

d3~x ′ ρs x′
i
. (5.15)

Le tenseur énergie-moment associé au champ scalaire dans l’espace de Minkowski est donné
par l’expression générale

t(ϕ)
µν =

2c√−g
∂
√−gLϕ

cin.

∂gµν
|ηµν

(5.16)

= c∂µϕ∂νϕ , (5.17)

dont les composantes d’impulsions s’écrivent

t(ϕ)i0 =
1

c
ϕ̇2ni . (5.18)

Le taux d’émission d’énergie sous forme d’ondes scalaires par unité de temps et d’angle solide
s’exprime donc comme

dIϕ

dΩ
= cR2 nit

(ϕ)i0 (5.19)

= R2ϕ̇2 (5.20)

=
α2G′

πc3
ninjD̈

i
(s)D̈

j
(s) . (5.21)

L’intégration sur les angles solides donne le taux moyen d’émission scalaire, purement dipolaire
à l’ordre O(1/c3) :

−
dEϕ

(di)

dt
=

2

3
ξ
G

c3
D̈i

(s)D̈
i
(s) . (5.22)

Notre approche par la théorie linéarisée écarte a priori les contributions scalaires monopolaires
et quadrupolaires révélées par l’analyse détaillée du chapitre 2. Ces contributions étant d’ordre
O(ξ/c5), elles sont de toute façon négligeables en pratique par rapport aux contributions
tensorielles O(1/c5), ce qui justifie leur omission et notre approche en termes d’une interaction
linéaire.

Afin d’éclairer encore notre vision des choses, remarquons que nous pouvons en fait déduire
ce résultat par simple analogie avec l’électromagnétisme en identifiant l’interaction scalaire de
Brans-Dicke proportionnelle à la sensitivité (voir (5.9)) à l’interaction vectorielle définie par
l’action de Maxwell

S(em) (q) =

∫

d4x

[

−1

4
(FµνF

µν) − 1

c3/2
Aµj

µ

]

, (5.23)

où jµ = qδ3(~x − ~x(t)) vµ est la densité de courant électrique. Substituons donc la charge
électrique par l’énergie de liaison gravitationnelle à travers la relation

q(s) =
√

16πG′ αms , (5.24)
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dans notre relation de base (5.1). Prenant en compte un facteur correctif 1/2 de polarisation
dans l’identification de Aµv

µ/c à ϕ, nous obtenons immédiatement le taux de radiation dipo-
laire donné dans l’équation (5.22). Dans le cas particulier d’une source binaire en mouvement
képlérien, le moment dipolaire est donné par ~D(s) = m1s1~r1 + m2s2~r2. Nous obtenons ainsi
le taux moyen d’émission scalaire dipolaire donné au chapitre 2. Au premier ordre significatif
dans le couplage scalaire ξ (identifiant donc les couplages G12 et G), nous pouvons écrire

〈

−
dEϕ

(di)

dt

〉

K

=
2

3
ξ
G3

c3
µ2M2

a4
(s1 − s2)

2 g (e) , (5.25)

où a et e sont respectivement les demi-grand axe et excentricité de l’orbite réduite du système ;
µ et M sont les masses réduite et totale. La fonction g(e) = (1+e2/2)/(1−e2)5/2 est le facteur
de majoration.

Ce résultat est à comparer au taux d’émission tensoriel, dont la contribution est donnée
(toujours dans le cadre de l’approximation linéaire), à la constante de couplage près, par la
formule quadrupolaire standard dans la théorie d’Einstein (équation (A.2)) :

−
dEh

(qua)

dt
=

G′

5c5
...
D

ij ...
Dij .

Négligeant les corrections introduites par la redéfinition des constantes de couplage1, le taux
moyen de radiations tensorielles s’identifie au résultat de la Relativité Générale (équation
(2.26)) :

〈

−dE
dt |(rg)

〉

K

=
32

5

G4

c5
µ2M3

a5
f (e) .

Nous avons déjà suffisamment insisté sur le fait que les radiations dipolaires (d’ordre
O(ξ/c3)) vont a priori dominer sur les radiations quadrupolaires (d’ordre O(1/c5)). Avant
d’en discuter les implications phénoménologiques, tournons-nous vers l’étude de cette seconde
théorie suggérée, où une dynamique dipolaire est attendue à travers l’existence d’un couplage
vectoriel de gravitation.

5.3 Théories de “Kaluza”

Nous avons considéré la possibilité de radiations dipolaires induites par couplage d’un
champ gravitationnel scalaire à l’énergie de liaison interne de corps compacts. L’alternative
que nous considérons ici propose que ces radiations soient induites par couplage entre un champ
vectoriel et la quantité de mouvement transverse des corps dans une dimension supplémentaire
de notre espace-temps.

Kaluza introduit pour la première fois en 1921 le concept de dimension supplémentaire,
dans l’espoir d’unifier les théories de la gravitation et de l’électromagnétisme [Kal21, Kle26,
CZ92, Lee84]. Dans sa théorie, la matière classique se propage dans un espace-temps de dimen-
sion cinq, et la quantité de mouvement (mv5/c) dans la cinquième dimension est interprétée
comme la charge électrique q par la substitution q = q(v), où la charge vectorielle q(v) est
définie par

q(v) =
√

16πG
mv5

c
. (5.26)

1G′ et G12 sont identifiées à G. Une fois de plus, ceci revient à négliger des corrections d’ordre O(ξ/c5).
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Cependant, cette identification contraint la charge électrique à des valeurs déraisonnablement
petites pour les particules élémentaires, ce qui a conduit à l’abandon temporaire du concept
de dimension supplémentaire (voir [Don00] pour une revue historique). Les modèles récents
en dimension supérieure (ADD ou RS) confinent les champs de matière sur une 3-membrane
de l’espace total. En conséquence, les composantes vectorielles découplent de la théorie li-
néarisée2. Notre modèle réintroduit la matière en dimension supérieure, éliminant le concept
de membrane. Mais contrairement à l’idée originale de Kaluza, la nature gravitationnelle du
couplage vectoriel est préservée. La théorie vecteur-tenseur suggérée dans la première sec-
tion de ce chapitre est ainsi précisément définie. Les conséquences observables de la présence
d’une charge vectorielle de gravitation pour des phénomènes macroscopiques tels que pola-
risation orbitale (violation du Principe d’Equivalence) ou émission gravitationnelle dipolaire
sont étudiées en détail.

Théorie vecteur-tenseur de gravitation

Nous pouvons donc construire notre modèle par extension des modèles ADD en dimen-
sion 4 + δ (voir (3.14)). L’absence de confinement augmente le terme d’interaction de la
théorie linéarisée aux composantes extradimensionnelles des perturbations de la métrique
(∼ ĥMN (x, y)TMN , où le tenseur énergie-moment pour la matière est défini dans toutes les
dimensions : TMN = ρ vMvN ). Dans la suite, nous admettons par facilité que le mouvement
de ces corps est confiné à une direction donnée, disons x5. La méthode de “réduction du pro-
pagateur” définie au chapitre 3 nous donne immédiatement les couplages supplémentaires. La
phénoménologie à haute énergie est modifiée par la présence de couplages d’excitations vec-
torielles massives. Cependant, dans la perspective de l’étude de phénomènes macroscopiques,
nous ne considérons que l’interaction à basse énergie, définie par les modes nuls. L’amplitude
de diffusion (3.46) se généralise simplement :

M0 =
1

c5
N 4π

[

G(4) T
(1)
MNG

MN,AB
(

q(4)
)

T
(2)
AB

]

. (5.27)

Nous voyons immédiatement apparâıtre un couplage vectoriel (MV
0 ) en sus des couplages

tensoriel et scalaire (MST
0 , voir (3.47)) déjà identifiés dans les modèles ADD :

M0 = MST
0 + MV

0 (5.28)

= MST
0 +

1

c5
N 16πG(4) T

(1)
µ5

−ηµα

q2(4) + iε
T

(2)
α5 (5.29)

= MST
0 +

1

c3
N j

(1)
(v)µ

−ηµα

q2(4) + iε
j
(2)
(v)α . (5.30)

Le propagateur

Dµν(q) =
−ηµν

q2 + iε
(5.31)

identifie la présence d’une interaction vectorielle en quatre dimensions (pour un champ vecto-
riel non massif). Le courant vectoriel jµ

(v) = ρ(v)v
µ est donné en termes de la charge extradi-

mensionnelle q(v) définie par la relation de Kaluza (5.26). Le terme d’interaction correspondant

2De manière générale, remarquons que l’introduction d’une membrane (de tension T ) brise inéluctablement
la symétrie de jauge U(1) définie par la dimension supplémentaire, vue comme espace interne. Par un mécanisme
analogue au mécanisme de Higgs, le champ de jauge associé doit acquérir une masse et découple de la théorie
effective à basse énergie (m2

Aµ
∼ T/M2

Pl), même au-delà de l’approximation linéaire [DKS00].
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est associé à un vertex trilinéaire pour l’interaction entre une composante vectorielle de gra-
vitation et les champs de matière :

Aµ

−(1
c )

3/2 jµ
(v)

ψ, φ, Vµ ψ, φ, Vµ

.

Rappelons que G(4) est identifié à la constante de Newton G, la stabilisation des dimensions
supplémentaires donnant une masse à la composante scalaire d’interaction ϕ. La conservation
de la charge q(v) découle directement des équations de conservation linéarisées en 4+δ dimen-

sions, par intégration sur le volume des dimensions compactifiées (TMN
,N = 0). Au premier

ordre dans cette charge vectorielle, le modèle s’identifie donc à une théorie vecteur-tenseur de
gravitation3. La partie tensorielle est donnée par l’action habituelle pour la Relativité Générale
et la partie vectorielle, par l’action de Maxwell, pour la charge gravitationnelle q(v) :

S(kal) = S
(2)
(rg) (hµν , κ) + S(em)

(

q(v)

)

. (5.32)

Violation du Principe d’Equivalence

Le potentiel classique pour l’interaction gravitationnelle ainsi définie est donc donné par
une amplitude de diffusion vecteur-tenseur (encore une fois dans la limite non relativiste sta-
tique). Considérant deux champs ψ1 et ψ2, cette amplitude s’écrit :

3Une analyse complète de l’amplitude (5.27) révèle la présence de couplages scalaires additionnels portés
par des charges proportionnelles au carré de la vitesse extradimensionnelle (O(v5/c)2). Pour insister sur la
puissance de la méthode de réduction du propagateur par rapport à la réduction standard de la métrique, nous
établissons ci-dessous ces contributions. Tout comme nous nous attendions à la présence d’un couplage vectoriel
associé aux composantes non diagonales de la métrique, nous savons que des champs scalaires sont associés aux
composantes extradimensionnelles. La réduction de la métrique au chapitre 3, nous suggère déjà la présence de
ces champs ϕmn

0 , dont aucun ne couple à la matière, si celle-ci est confinée sur la membrane (voir (3.29)). A
l’ordre 2 dans la vitesse v5/c, le couplage scalaire dans l’amplitude de diffusion (3.47) est redéfini par :

α2
(4+δ) → α2

(4+δ) +
(

1 − α2
(4+δ)

)

(

(

v5
1

c

)2

+

(

v5
1

c

)2
)

+
(

1 + α2
(4+δ)

)

(

v5
1

c

)2 (
v5
1

c

)2

.

D’une part, techniquement, le terme proportionnel à (1 − α2
(4+δ)) introduit une modification du couplage au

scalaire de trace ϕ ≡ ηmnϕmn. Mais ce couplage ne produit pas l’entièreté du terme en (1+α2
(4+δ)), et le terme

résiduel doit correspondre au couplage d’un autre scalaire ϕ̃ (combinaison appropriée des champs ϕmn
0 ) à la

matière. Les termes effectifs d’interaction scalaire correspondants peuvent être définis (pour une normalisation
canonique des termes cinétiques) par

S
(lin)

(int) (ϕ, ϕ̃) = −
√

κ(4)

2c

∫

d4x





(

α(4+δ) +
1 − α2

(4+δ)

α(4+δ)

(

v5

c

)2
)

ϕT +

√

3α2
(4+δ) − 1

α(4+δ)

(

v5

c

)2

ϕ̃T



 .

Pratiquement, la stabilisation des dimensions supplémentaires introduit un terme de masse pour chacun de ces
champs, qui découplent de l’interaction à basse énergie.
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M0 (ψ1ψ2 → ψ1ψ2) = hµν

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

+ Aµ

ψ1 ψ1

ψ2 ψ2

2v5
2/c

2v5
1/c

=
1

c
N
(

1 − 4
v5
1v

5
2

c2

)

Gm1m2

(

4π

−~q 2

)

. (5.33)

L’interaction newtonienne est donc définie par la constante de couplage renormalisée suivante :

G12 ≡ G

(

1 − 4
v5
1v

5
2

c2

)

. (5.34)

Cette relation nous donne l’expression mathématique exacte de la violation du Principe
d’Equivalence dans nos théories (vecteur-tenseur) extradimensionnelles. Une accélération ano-
male est attendue pour des corps chargés vectoriellement. Remarquons quelques différences
fondamentales avec le cas des théories (scalaire-tenseur) de Brans-Dicke. D’une part, nous
ne savons pas comment la charge extradimensionnelle (mv5/c) est liée à la nature du corps
considéré. En particulier, il n’y a aucune raison de se restreindre uniquement à l’étude de
corps possédant une énergie de liaison gravitationnelle interne importante (corps célestes,
compacts). Il ne s’agit pas ici que d’une violation du Principe d’Equivalence Fort, comme
dans les théories métriques en quatre dimensions. Des expériences du type de celle d’Eötvös
doivent aussi être considérées dans ce contexte, et permettre d’obtenir des contraintes fortes
sur la charge extradimensionnelle (vectorielle) [Su94] de corps étudiés en laboratoire. D’autre
part, une accélération anomale est aussi attendue pour des corps célestes dans un champ de
gravitation, avec cependant deux différences conceptuelles importantes. D’abord, les deux ob-
jets considérés doivent être chargés (voir (5.33)). Ensuite, l’interaction additionnelle étant de
nature vectorielle, cette partie anomale du mouvement peut aussi bien correspondre à une
accélération qu’à une décélération. Par contre, les expressions analytiques pour les taux de
radiation dipolaires scalaire et vectoriel sont en fait identiques, aux charges près.

Dipole vectoriel

La partie vectorielle de l’action effective étant donnée par l’action de Maxwell, des radia-
tions dipolaires vectorielles sont inévitables. Le taux d’émission correspondant est donné par
la substitution de la charge électrique par la charge extradimensionnelle q(v) dans la formule
de Larmor (5.1) :

−
dEA

(di)

dt
=

8

3

G

c3
D̈i

(v)D̈
i
(v) , (5.35)

où le moment dipolaire est donné par Di ≡
∫

d3x (ρv5/c)xi. Au premier ordre significatif dans
les vitesses (G12 → G), le taux de radiation dipolaire induit par le mouvement képlérien dans
un système binaire est par conséquent

〈

−
dEA

(di)

dt

〉

K

=
8

3

G3

c3
µ2M2

a4

(

v5
1

c
− v5

2

c

)2

g (e) , (5.36)

où g(e) est le facteur de majoration précédemment défini pour le dipole scalaire (voir (5.25)).



98 CHAPITRE 5. SYSTÈMES BINAIRES ET CONTRAINTES

5.4 Systèmes binaires et contraintes

Les pulsars binaires sont des laboratoires idéaux pour tester la gravitation relativiste, de
par l’extrême précision de leur pulse radio. Nous avons étudié le PSRB1913 + 16, double
étoile à neutrons découverte par Hulse et Taylor en 1974. L’analyse des temps d’arrivée des
pulses fournit une mesure du taux de décroissance de la période orbitale du système en accord
avec la prédiction de la Relativité Générale pour l’émission de radiations gravitationnelles. La
précision de ce test ω̇− γ − Ṫ est de 0.35% [Tay93]. Rappelons encore que le PSRB1534 + 12
est le seul autre exemple connu de double étoile à neutrons pour laquelle le taux de décrois-
sance de la période orbitale a été mesuré [Sta98]. Dans ce cas, l’accord avec la Relativité
Générale est obtenu dans une limite de précision moindre, de l’ordre de 15%4. De nombreuses
découvertes [Kas00, EB01, Cam01] de pulsars binaires constitués d’une étoile à neutrons et
d’une naine blanche ont été rapportées récemment. Notons que le taux de naissance de ce
type de binaires est, selon les modèles les plus récents, au moins aussi important que pour les
doubles étoiles à neutrons. Les perspectives pour la mesure des paramètres relativistes dans
ces systèmes, décroissance orbitale incluse, sont très encourageantes, en particulier dans le cas
du PSRJ1141 − 6545 considéré ci-dessous.

Paramètres optimaux

Avant d’en arriver aux considérations phénoménologiques proprement dites, nous voulons
définir les conditions optimales sur les paramètres de ces systèmes sous lesquelles les radiations
gravitationnelles dipolaires dominent. Le rapport du taux de perte d’énergie scalaire-tenseur
(ou vecteur-tenseur) à la prédiction de la Relativité Générale est une expression simple. Il
s’exprime en fonction des charges gravitationnelles auxiliaires d’une part, et des seules obser-
vables“excentricité” et“précession du périastre”d’autre part. La précession du périastre inclut
en fait le facteur de suppression quadrupolaire O((v/c)2). D’un point de vue astrophysique, il
est plus judicieux d’introduire le rapport correspondant des taux de décroissance de la période
orbitale induits par radiation gravitationnelle. Dans l’approximation képlérienne, ces rapports
sont identiques (voir (A.32)). Pour les théories de Brans-Dicke, les équations (2.26) et (5.25)
mènent, au premier ordre dans le couplage scalaire effectif ξ, à

〈

Ṫ(bd)

Ṫ(rg)

〉

K

=

〈

Ė(bd)

Ė(rg)

〉

K

= 1 +
5π

8
ξ (s1 − s2)

2

(

h(e)

∆ω

)

. (5.37)

Pour notre modèle en dimensions supplémentaires, les équations (2.26) et (5.36) donnent, à
l’ordre dominant dans les charges vectorielles, le rapport suivant :

〈

Ṫ(vt)

Ṫ(rg)

〉

K

=

〈

Ė(vt)

Ė(rg)

〉

K

= 1 +
5π

2

(

v5
1

c
− v5

2

c

)2(
h(e)

∆ω

)

. (5.38)

4Plus récemment, un nouveau test de la gravitation relativiste a été réalisé [Str01] dans l’étude du plus
proche et du plus brillant des pulsars binaires connus dans la Galaxie, le système étoile à neutrons - naine
blanche PSRJ0437 − 4715. Cependant, ce test n’est pas donné par l’analyse d’effets de radiations, mais à
travers la mesure de l’amplitude et de la forme de l’effet de retard (effet Shapiro) subi par le faisceau radio
passant périodiquement à proximité du compagnon. Une mesure similaire à été réalisée pour le PSRB1534+12,
permettant un test de la théorie avec une précision de 1% [Sta98], c’est-à-dire bien meilleure que les résultats
de l’analyse de la décroissance orbitale dans le même binaire.
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Le paramètre

∆ω =
6πGM

ac2 (1 − e2)
(5.39)

définit la précession du périastre en radians par révolution dans le cadre de la Relativité
Générale, alors que

h(e) ≡ 1 + e2/2

1 + 73/24e2 + 37/96e4
(5.40)

est un facteur de réduction pour des orbites excentriques. Le paramètre crucial est par consé-
quent h(e)/∆ω : plus l’orbite est circulaire (h(e) → 1) et moins elle est relativiste (∆ω → 0),
plus l’effet relatif des radiations dipolaires est important par rapport aux radiations quadru-
polaires. Cependant, pour l’excentricité maximum (e = 1), le facteur de réduction h(e) est
approximativement 1/3. Son impact sur la question de la dominance dipolaire est donc loin
d’être dramatique. Par ailleurs, une précession relativiste orbitale trop petite serait associée
à un effet de décroissance orbitale trop ténu pour être observable. Pour fixer les idées, la
grande excentricité (e ' 0.62) et la précession orbitale importante (∆ω ' 6.5 × 10−5 rad/rev
ou encore ω̇ ' 4.2 ◦an−1) du PSRB1913 + 16 [Tay93] ne seront pas considérées comme des
valeurs optimales des paramètres pour la dominance du dipole.

Remarquons que ces critères de sélection des binaires donnant les contraintes les plus fortes
sur les radiations dipolaires sont analogues à ceux définis pour tester explicitement le Principe
d’Equivalence Fort dans un régime de champ fort. Il a été démontré en effet [DS91] que les
pulsars binaires de faible excentricité et de longue période orbitale sont aussi les meilleurs
laboratoires dans lesquels un mouvement polarisé (vers le centre de la Galaxie) dû à la violation
du Principe d’Equivalence Fort peut être mesuré. Cependant, à la lumière de l’alternative
suggérée entre une interaction auxiliaire scalaire ou vectorielle, toute contrainte résultant d’une
analyse directe du mouvement anomal dû à une violation du Principe d’Equivalence est en
principe ambiguë. En effet, une polarisation orbitale faible d’un système binaire (qu’il s’agisse
d’un pulsar binaire ou du système Terre - Lune) pourrait être attribuée à une compensation
accidentelle entre les perturbations scalaire et vectorielle plutôt qu’à la petitesse des charges
scalaire et vectorielle. Par contre, l’analyse indirecte de l’émission dipolaire ne souffre pas
de cette ambigüıté puisque, dans ce cas, les taux d’émission scalaire et vectoriel ne font que
s’additionner, sans possibilité d’interférence destructive. Ainsi, toute contrainte sur les taux de
radiation dipolaire dans les systèmes binaires fournit une limite sur (v5

1/c−v5
2/c)

2 et ξ(s1−s2)2.

Dipole vectoriel et pulsars binaires

Comme nous l’avons déjà remarqué, nous ne savons pas ce qui détermine exactement
la charge vectorielle (mv5/c) d’étoiles individuelles. Cependant, son origine dans le cadre de
théories en dimensions supplémentaires peut être comprise de la façon suivante [Kle26, Cho85,
Lee84, et références]. La partie extradimensionnelle de la quantité de mouvement associée
à une particule élémentaire se propageant dans les dimensions compactifiées est quantifiée.
Les valeurs permises de cette quantité de mouvement transverse identifient en fait la masse
mKK des excitations de Kaluza-Klein correspondantes dans la théorie effective en quatre
dimensions :

P 2
(4+δ) = P µPµ + PmPm (5.41)

= P 2
(4) − (mKKc)

2 . (5.42)
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Ainsi, nous pouvons envisager la possibilité que de telles excitations massives soient piégées à
l’intérieur des étoiles à travers un phénomène d’accrétion gravitationnelle, de la même façon
que les WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles) devraient l’être. La charge vectorielle
d’objets macroscopiques serait alors définie par la fraction de la masse totale due à la présence
de ces particules de Kaluza-Klein :

v5

c
∼
∑

KK mKK

m
. (5.43)

Mais un modèle précis serait nécessaire pour estimer une telle fraction dans les étoiles à
neutrons et autres naines blanches. En attendant, les limites obtenues sur v5/c ne nous donnent
que des informations ponctuelles sur le couplage vectoriel.

Dipole scalaire et binaires étoile à neutrons - naine blanche

La sensitivité (s) de chaque corps étant reliée à son énergie de liaison gravitationnelle
interne, c’est une grandeur quantifiable en fonction de la nature du binaire considéré. Une
contrainte sur le taux d’émission dipolaire peut définir une limite sur le couplage scalaire ξ de la
théorie scalaire-tenseur. En particulier, dans un pulsar binaire, la nature de l’étoile compagnon
joue un rôle crucial dans le taux de radiation dipolaire scalaire. Dans le cas d’une double étoile à
neutrons, les sensitivités sont essentiellement égales (s(ns) ' 0.2). Cette constatation conduit
à un effet de radiations dipolaires scalaires faible (négligeable) puisque le taux d’émission
est proportionnel à la différence des sensitivités (voir l’analyse du PSRB1913 + 16, section
2.3). Par contre, une naine blanche est beaucoup moins compacte qu’une étoile à neutrons
(s(wd) ' 10−3). Les binaires plus asymétriques, constitués d’une étoile à neutrons et d’une
naine blanche, sont donc particulièrement intéressants dans le cadre de la recherche d’effets
de radiations dipolaires. De plus, dans les binaires où l’étoile à neutrons est la première
née du système [Kas00], l’excentricité orbitale est en général très faible, ce qui constitue
un avantage pour la dominance de l’émission dipolaire. Ainsi, la détermination du taux de
décroissance de la période orbitale d’un binaire étoile à neutrons - naine blanche doit offrir
des contraintes fortes sur le couplage scalaire de gravitation. Pour illustration, nous nous
intéressons en particulier au cas d’un système récemment découvert, le PSRJ1141 − 6545,
pour lequel les perspectives de mesure des paramètres orbitaux relativistes sont prometteuses
[Kas00]5. Etant donné l’excentricité (e ' 0.17) et la précession angulaire relativiste (∆ω '
5.0 × 10−5 rad/rev ou ω̇ ' 5.3 ◦an−1) de son orbite, l’équation (5.37) implique le rapport
suivant :

〈

Ṫ(bd)

Ṫ(rg)

〉

|(1141−6545)

' 1 + 1.4 × 103 ξ . (5.44)

La vérification expérimentale de la prédiction de la Relativité Générale avec une précision de
10% donnerait déjà une contrainte sur le couplage scalaire de gravitation ξ du même ordre

5L’analyse expérimentale suggère en effet qu’il s’agit d’un système constitué d’une étoile à neutrons et d’une
naine blanche. La période de rotation propre du pulsar est de Tp = 0.393 897 833 900 2(22) s. Les période orbitale,
excentricité et projection du demi-grand axe de l’orbite sont respectivement donnés par T = 0.197 650 965(5) j,
e = 0.171 881(9) et ap sin i = 1.859 45(1) s lum. Le seul paramètre relativiste déjà mesuré est le taux de
précession du périastre : ω̇ = 5.33(2) ◦an−1. Cette valeur détermine la masse totale du binaire comme M '
2.300(12)M�. La fonction de masse (associée à la troisième loi de Kepler) donne les limites mp ≤ 1.348M� et
mc ≥ 0.968M� pour la masse du pulsar (cette valeur correspond en fait à la valeur statistique de la masse des
étoiles à neutrons dans les pulsars binaires connus) et de son compagnon, respectivement. Ces chiffres mènent
à une prédiction pour la décroissance orbitale en Relativité Générale de l’ordre de Ṫ(rg) ' −3.881 10−13 s s−1.
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de grandeur que les meilleures contraintes actuelles obtenues dans le système solaire (voir
(1.92)) : ξ(exp) ≤ 2.8 × 10−4, où ξ = 2α2/(1 + α2). Une précision plus optimiste de 1% nous
fournirait une limite bien meilleure,

ξ(exp) ≤ 10−5
(

ω(exp) ≥ 105
)

, (5.45)

atteignant le niveau de précision attendu pour les futures expériences satellitaires dédiées à
l’analyse des couplages scalaires. Il n’est pas nécessaire d’insister davantage sur le fait que toute
mesure indirecte de radiations dipolaires établirait irrévocablement l’existence de nouvelles
charges gravitationnelles et mettrait en défaut la théorie d’Einstein.

Conclusion

Au-delà de la Relativité Générale, les théories de la gravitation définissent une charge
gravitationnelle auxiliaire associée à la violation du Principe d’Equivalence, et théoriquement
responsable d’une émission de radiations dipolaires dominantes. Dans notre modèle vecteur-
tenseur, la charge vectorielle est associée à la quantité de mouvement des corps dans un espace
de dimensions supplémentaires (mv5/c). Dans le cadre des théories scalaire-tenseur de Brans-
Dicke, la charge scalaire s’identifie à l’énergie de liaison gravitationnelle interne des corps
(ms). Les taux de décroissance orbitale observés dans les pulsars binaires PSRB1913 + 16 et
PSRB1534+12 confirment la prédiction de la Relativité Générale pour une émission purement
quadrupolaire. Ces mesures étant réalisées sur des doubles étoiles à neutrons, elles n’offrent
aucune limite importante sur la composante scalaire. Par contre, la mesure attendue de la
décroissance orbitale de binaires asymétriques, constitués d’une étoile à neutrons et d’une
naine blanche, devrait permettre des contraintes fortes sur le couplage scalaire de gravitation.
Dans le cas particulier du PSRJ1141−6545, une précision relative de l’ordre de 1% améliorerait
de plus d’un ordre de grandeur (ξ ≤ 10−5) la meilleure contrainte actuelle donnée par les
résultats de déflexion de la lumière au voisinage du Soleil. Dans le modèle vectoriel, des
contraintes ponctuelles peuvent être posées sur les charges associées à chaque binaire considéré,
mais un modèle plus précis doit être élaboré si nous voulons définir une limite sur un couplage
vectoriel fondamental.

Remarquons que si les taux de décroissance orbitale suggèrent un jour un couplage anomal
non nul, il sera impossible de faire la distinction entre l’extension scalaire-tenseur minimale
de la théorie d’Einstein et une théorie vecteur-tenseur de “Kaluza”. Les taux d’émission de
radiations dipolaires sont en effet identiques aux charges près (q(v) ↔ q(s)/

√
2). Seule une

détection directe des ondes gravitationnelles permettrait la distinction entre une polarisation
longitudinale (scalaire) et des polarisations transverses (vectorielles).
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Conclusions

La théorie de la Relativité Générale est aujourd’hui confirmée par de multiples résul-
tats expérimentaux. Des mesures de la déflexion de la lumière et de la violation du Principe
d’Equivalence à l’analyse de la décroissance orbitale de pulsars binaires, toutes les observa-
tions confortent les prédictions de la théorie d’Einstein. La précision associée est supérieure
au dixième de pourcent. Mais certains arguments théoriques nous mènent à penser qu’il faut
aller au-delà. Les concepts de dimensions supplémentaires de l’espace-temps et de champs
auxiliaires de gravitation sont suggérés par les théories actuelles proposant l’unification des
quatre interactions fondamentales. Ils définissent dès lors des directions importantes pour la
construction d’une théorie de la gravitation au-delà de la Relativité Générale.

Considérant l’existence de dimensions supplémentaires, nous avons étudié les modèles
ADD (Arkani-Hamed - Dimopoulos - Dvali) en 4 + δ dimensions et le modèle RS (Ran-
dall - Sundrum) en 5 dimensions. Ces développements ont été récemment avancés comme
solutions alternatives au problème de la hiérarchie des couplages gravitationnel et électro-
faible dans le Modèle Standard de la physique des particules. Ils proposent une interaction
gravitationnelle se propageant naturellement dans tout l’espace-temps, alors que la matière
et les autres interactions sont confinées dans notre univers quadridimensionnel. Les théories
effectives correspondantes en quatre dimensions ont été dérivées dans des approches originales
simples : nous avons défini une “réduction du propagateur” dans les modèles ADD, et suggéré
une “action en coordonnées conformes” dans le modèle RS. La structure de l’interaction gra-
vitationnelle y est donnée par des excitations massives qui s’ajoutent au graviton de masse
nulle habituel. La phénoménologie et les contraintes expérimentales associées ont été étudiées.

Considérant la présence de champs auxiliaires de gravitation en quatre dimensions, nous
avons défini la notion de charge gravitationnelle auxiliaire, au-delà de la masse même des
corps. En termes de cette charge, un lien générique et original a été établi entre, d’une part, la
violation du Principe d’Equivalence et, d’autre part, l’existence de radiations gravitationnelles
dipolaires dominantes. Dans le cas particulier des théories scalaire-tenseur de Brans-Dicke, la
charge auxiliaire s’identifie à l’énergie de liaison gravitationnelle interne de corps compacts.
Une composante scalaire de gravitation n’est en rien exclue par les expériences actuelles, mais
le couplage scalaire doit être au moins quatre ordres de grandeur inférieur au couplage tenso-
riel. Une contrainte nouvelle a été suggérée sur le couplage scalaire de Brans-Dicke à travers
l’étude de la décroissance orbitale du pulsar binaire PSRJ1141 − 6545 récemment découvert.
Cette décroissance orbitale, intimement liée à l’émission de radiations gravitationnelles par le
système, est en effet extrêmement sensible à la charge (et donc au couplage) auxiliaire.

Enfin, nous avons développé un modèle original où les concepts de dimension supérieure



et de champ auxiliaire se rejoignent. Dans le cadre théorique établi, les champs de matière se
propagent dans des dimensions supplémentaires au même titre que le champ de gravitation.
En quatre dimensions, la théorie effective correspondante donne, à basse énergie, un modèle
vecteur-tenseur pour l’interaction gravitationnelle. La charge auxiliaire vectorielle ainsi définie
s’identifie à la quantité de mouvement des corps dans les dimensions supplémentaires. Fonda-
mentalement, cette charge est associée à la fraction de la masse des corps constituée d’états
de Kaluza-Klein (massifs) des champs de matière. L’étude du mouvement, et en particulier
de la décroissance orbitale, de systèmes d’étoiles binaires permettrait de poser des contraintes
ponctuelles sur les charges vectorielles impliquées. Un modèle plus précis devrait cependant
être élaboré si nous voulons définir une limite sur un couplage vectoriel fondamental, comme
nous le proposons pour le couplage scalaire.



Annexe A

Décroissance orbitale

Cette annexe établit l’ensemble des contributions scalaires et tensorielles dominantes aux
radiations gravitationnelles générées par des systèmes d’étoiles binaires, dans le cadre des
théories de Brans-Dicke. La perte d’énergie totale et la décroissance orbitale qui s’ensuit, sont
données par la somme des contributions scalaires et tensorielles. La contribution tensorielle
est la même qu’en Relativité Générale. Les contributions scalaires sont importantes pour un
système de sources compactes [Ear75, WZ89, DEF92, DEF96a].

A.1 Perte d’énergie tensorielle

Les équations de champs (2.47) pour les perturbations θµν définissent une structure tenso-
rielle des radiations identique à celle de la Relativité Générale, à la constante de couplage près.
Les solutions radiatives dans la zone d’onde sont donc données à l’ordre Oθ

(qua)((1+O(ξ))/c4)

par l’équation (2.14) :

θTT
ij (t−R/c) = − 2G′

Rc4

[

⊥ik⊥jl −
1

2
⊥ij⊥kl

]

D̈kl (t−R/c) , (A.1)

où les Dij =
∫

d3~x ′ ρ (x′ix′j −(1/3)δijr′2) sont les moments quadrupolaires sans trace associés
à la source et G′ = G(1 − ξ/2). Le taux de perte d’énergie sous forme de radiations gravita-
tionnelles est donné par l’expression quadrupolaire standard, affectée d’une correction due à
la redéfinition de la constante de couplage (Oθ

(qua)((1 + O(ξ))/c5)) :

−
dEθ

(qua)

dt
=

G′

5c5
...
D

ij ...
Dij . (A.2)

Radiations tensorielles dans un système binaire

Dans un système binaire, l’accélération relative des deux corps ~a = ~a2 − ~a1 est donnée
dans la limite non relativiste, comme

~a = −G12M

r3
~r , (A.3)

où ~r = ~r2 −~r1 est le vecteur position relative des deux corps et M = m1 +m2 la masse totale
du système. La constante G12 = (1 − ξs1 − ξs2 + 2ξs1s2)G donne le couplage dans la limite
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quasi-newtonienne du mouvement en fonction de la compacité des corps (s1 et s2). Dans le
référentiel du centre de masse du système, les relations ~r1 = −(m2/M)~r et ~r2 = (m1/M)~r
sont vérifiées. En coordonnées polaires dans le plan de l’orbite du mouvement, les vecteurs
position et vitesse relatives s’écrivent ~r = r ~er et ~v = ṙ ~er + rφ̇~eφ, où φ est l’angle polaire.

Les moments quadrupolaires de masse sont donnés par Dij = m1x
i
1x

j
1 +m2x

i
2x

j
2. Dès lors, la

perte d’énergie instantanée dans un système binaire prend la forme particulière suivante :

−
dEθ

(qua)

dt
=

8

15

G3

c5
µ2M2

r4

[

12κθv2 − 11κθ ṙ2
]

, (A.4)

où µ = m1m2/(m1 +m2) est la masse réduite du système. La constante κθ intègre les valeurs
anomales des constantes de couplage ; elle définit l’écart par rapport à une valeur unité en
Relativité Générale :

κθ =
G′G2

12

G3
=
G2

12

G2

(

1 − ξ

2

)

. (A.5)

L’équation de l’orbite du mouvement képlérien et la conservation du moment angulaire1 im-
pliquent l’expression suivante pour la moyenne d’une grandeur sur la période du mouvement :

〈 · 〉K ≡ 1

T

∫ T

0
· dt =

1

a2
√

1 − e2
1

2π

∫ 2π

0
· r2dφ , (A.6)

où a et e sont respectivement les valeurs du demi-grand axe de l’orbite et de son excentricité.
L’expression associée à la perte d’énergie moyenne sous forme de radiations gravitationnelles
s’écrit donc finalement

〈

−
dEθ

(qua)

dt

〉

K

=
32

5

G4

c5
µ2M3

a5

[

G3
12

G3

(

1 − ξ

2

)]

f (e) , (A.7)

où la fonction f(e) = (1 + 73/24e2 + 37/96e4)/(1 − e2)7/2 est un facteur de majoration par
rapport aux orbites circulaires, croissant rapidement avec l’excentricité de l’orbite (1 ≤ f(e) <
∞). Le résultat pour la Relativité Générale est donné par l’identification des constantes de
couplage à la constante de Newton : G′ = G12 = G, (ξ = 0).

A.2 Perte d’énergie scalaire

Afin d’établir la perte d’énergie sous forme de radiations gravitationnelles scalaires, nous
devons identifier exactement la structure des termes sources jusqu’à l’ordre O(ξ/c4). Pour des
corps compacts, le développement de la masse à l’ordre 2 dans le champ scalaire ϕ est donné
par

m (Φ) = m (Φ0)

(

1 + sϕ− 1

2

(

s′ + s− s2
)

ϕ2 + O
(

ϕ3
)

)

, (A.8)

1L’équation de l’orbite képlérienne elliptique en coordonnées polaires centrées au foyer (référentiel du centre
de masse) et la conservation du moment angulaire sont respectivement données par les relations

r =
a
(

1 − e2
)

1 + e cosφ

φ̇ =

√

G12Ma(1 − e2)

r2
,

où a est la valeur du demi-grand axe de l’orbite et e la valeur de son excentricité.
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où s ≡ (d lnm/d ln Φ)|Φ0
et s′ ≡ −(d2 lnm/d ln Φ2)|Φ0

sont définies comme les sensitivités
première et seconde de la masse au champ scalaire. Dans le cadre des théories de Brans-Dicke,
elles sont égales et s’identifient à l’énergie de liaison gravitationnelle interne par unité de
masse, c’est-à-dire la compacité, du corps considéré :

s = s′ =
|Egr|
mc2

. (A.9)

Considérant un système de sources compactes ma, l’équation (2.52) pour le champ scalaire se
développe donc comme

2ϕ = ξ
4πG

c2

∑

a

dτa
dt
ma (Φ0) δ

3 (~x− ~xa)
[

(1 − 2sa) +
(

sa + 2s′a − 2s2a
)

ϕ(st) (~xa) +O
(

ϕ2
(st)

)]

.

(A.10)
Les expressions

dτa
dt

= 1 +

(

(1 − ξs)
V

c2

)

|~xa

− v2
a

2c2
, (A.11)

et

ϕ(st) (~xa) =

(

−ξ (1 − 2s)
V

c2

)

|~xa

, (A.12)

sont données par les solutions statiques dominantes pour la métrique (voir (1.142)) et le champ
scalaire (voir (1.141)), respectivement. A l’ordre O(ξ/c4), nous tenons donc explicitement
compte de la non-linéarité des équations de champs ; la masse elle-même n’est pas seule source
des perturbations scalaires. L’équation d’onde se réécrit encore

2ϕ = ξ
4πG

c2
S (~x, t) , (A.13)

où le terme de source est défini à l’ordre O(1/c2) par

S (~x, t) =
∑

a

ma (Φ0) δ
3 (~x− ~xa)

[

(1 − 2sa)

(

1 −
∑

b

(1 − ξsb)
Gmb

rabc2
− v2

a

2c2

)

+ξ
(

sa + 2s′a − 2s2a
)

∑

b

(1 − 2sb)
Gmb

rabc2

]

, (A.14)

rab définissant la distance entre les sources ma et mb. Dans la zone d’onde et dans la limite
de mouvements lents, le développement multipolaire des solutions radiatives est donné par

ϕ (t−R/c) = ξ
G

Rc2

∞
∑

m=0

1

m!

∫

d3~x ′

(

~n · ~x ′

c

)m

· ∂
m

∂tm
S
(

~x ′, t−R/c
)

. (A.15)

Radiations scalaires dans un système binaire

Dans un système binaire, la solution radiative scalaire complète se réduit à la somme de
termes monopolaires (Oϕ

(mo)(ξ/c
4)), dipolaires (Oϕ

(di)(ξ/c
3)) et quadrupolaires (Oϕ

(qua)(ξ/c
4)) :

ϕ (t−R/c) = ξ
Gµ

R

[

− 1

c3
2 (s2 − s1) (~n · ~v) − 1

c4
GM

r

(

G12

G
Γ + 2Λ

)

+
1

c4
Γ

(

(~n · ~v)2 − G12M

r3
(~n · ~x)2

)]

, (A.16)
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où les constantes Γ et Λ, égales à l’unité pour un système de sources non compactes, sont
définies par les relations

Γ = 1 − 2 (m1s2 +m2s1)

M
(A.17)

Λ =
G12

G
(1 − s1 − s2) − ξ

(

(1 − 2s1) s
′
2 + (1 − 2s2) s

′
1

)

. (A.18)

La partie cinétique de la densité lagrangienne scalaire étant donnée par

Lϕ
cin. =

(

1

α22cκ′

)

1

2
∂µϕ∂

µϕ , (A.19)

le tenseur énergie-moment associé s’écrit

t(ϕ)
µν =

2c√−g
∂
√−gLϕ

cin.

∂gµν
|ηµν

(A.20)

=
1

ξ

c4

8πG
∂µϕ∂νϕ . (A.21)

La perte d’énergie par unité de temps dans la direction ni s’écrit

dIϕ

dΩ
= cR2 nit

(ϕ)i0 (A.22)

=
1

ξ

c3

8πG
R2ϕ̇2 , (A.23)

où ϕ(t−R/c) est donné par la solution (A.16). L’intégration sur les angles solides donne par
conséquent,

−
dEϕ

(mo,qua)

dt
=

8

15

G3

c5
µ2M2

r4
[

12κϕ
1 v

2 − 11κϕ
2 ṙ

2
]

, (A.24)

pour les contributions monopolaires et quadrupolaires scalaires (Oϕ
(mo,qua)(ξ/c

5)) et

−
dEϕ

(di)

dt
=

2

3

ξGG2
12

c3
µ2M2

r4
(s1 − s2)

2 , (A.25)

pour les contributions dipolaires (Oϕ
(di)(ξ/c

3)), proportionnelles à la différence des sensitivités

des deux corps. Les constantes κϕ
1 et κϕ

2 sont définies par le couplage scalaire et les sensitivités
de chacun des corps :

12κϕ
1 = ξΓ2G

2
12

G2
(A.26)

11κϕ
2 =

1

2
ξ

[

Γ2 − 5
G

G12
ΛΓ − 15

2

(

G

G12
Λ

)2
]

G2
12

G2
. (A.27)
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A.3 Décroissance orbitale

La perte d’énergie totale instantanée sous forme de radiations gravitationnelles est don-
née par la somme des contributions tensorielles et scalaires. Dans un système binaire, nous
obtenons donc l’expression

−dE
dt |(bd)

=
G3

c5
µ2M2

r4

[

8

15

(

12κ
(θ,ϕ)
1 v2 − 11κ

(θ,ϕ)
2 ṙ2

)

+
2

3

G2
12

G2
ξc2 (s1 − s2)

2

]

, (A.28)

où les constantes κ
(θ,ϕ)
1 et κ

(θ,ϕ)
2 , de valeur unité en Relativité Générale, intègrent maintenant

l’ensemble des contributions monopolaires et quadrupolaires :

κ
(θ,ϕ)
1 = κθ + κϕ

1 (A.29)

κ
(θ,ϕ)
2 = κθ + κϕ

2 . (A.30)

La moyenne sur une période du mouvement képlérien considéré donne alors

〈

−dE
dt |(bd)

〉

K

=
2

3

G3

c3
µ2M2

a4

[

4

5

G12M

ac2

(

12κ
(θ,ϕ)
1 f1 (e) − 11κ

(θ,ϕ)
2 f2 (e)

)

+ξ
G2

12

G2
(s1 − s2)

2 g (e)

]

, (A.31)

où les fonctions de l’excentricité orbitale f1(e) = (1 + 7/2e2 + 1/2e4)/(1 − e2)7/2, f2(e) =
((e2/2)(1 + e2/4))/(1− e2)7/2 et g(e) = (1 + e2/2)/(1− e2)5/2 sont des facteurs de majoration
par rapport au cas d’une orbite circulaire. Notons, pour être précis, que des contributions
dipolaires scalaires Oϕ

(di)(ξ/c
5), dont nous devrions a priori tenir compte, naissent sans aucun

doute des premières corrections relativistes au mouvement orbital. Mais nous négligeons ces
contributions au même titre que les termes monopolaires et quadrupolaires scalaires dans nos
analyses aux chapitres 2 et 5.

Enfin, nous calculons la décroissance orbitale associée à la perte d’énergie établie dans
l’approximation képlérienne du mouvement. Les expressions de l’énergie totale du système,
E = −G12µM/2a, et de la troisième loi de Kepler, T 2 = 4π2a3/G12M , montrent en effet
que la perte d’énergie dans le système est liée à un rétrécissement de l’orbite, ainsi qu’à une
diminution de la période orbitale. La valeur relative de cette décroissance orbitale est donnée
par la relation suivante :

1

T

dT

dt
= −3

2

1

E

〈

dE

dt

〉

K

. (A.32)

Conclusion

En conclusion, le mouvement képlérien de systèmes binaires induit effectivement l’émission
de radiations gravitationnelles. Cette émission implique une décroissance de la période orbitale
de ces systèmes. Dans le cadre des théories de Brans-Dicke, différentes contributions scalaires
se superposent, à l’ordre dominant, aux radiations tensorielles quadrupolaires déjà présentes
en Relativité Générale. Pour des systèmes compacts, les contributions dipolaires dominent a
priori toute la structure radiative.
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Annexe B

Alternative à la compactification

1Considérant des dimensions supplémentaires plates (modèles ADD) en produit direct
avec l’espace-temps habituel, les échelles de gravitation dans la théorie originale et dans la
théorie effective en quatre dimensions sont reliées par le volume de l’espace des dimensions
supplémentaires, à travers la relation

M2
(4) = M2+δ

(4+δ)Vδ . (B.1)

La vérification de la loi de Newton jusqu’à des échelles de distances inférieures au millimètre
impose effectivement la compactification de ces dimensions à des rayons suffisamment petits.
Mais, au-delà même de ces considérations expérimentales, cette relation établit une échelle
d’interaction d’autant plus faible dans la théorie effective que le volume des dimensions sup-
plémentaires est important. Dans la limite d’un volume infini, la gravitation est purement
4 + δ-dimensionnelle et la théorie effective n’est plus définie (M(4) → ∞). Aussi, outre le fait
qu’elle n’est pas envisageable pour des raisons expérimentales, cette limite est peu naturelle
en soi. Par contre, dans le cadre des modèles RS, la relation correspondante est donnée par

M2
(4) =

M3
(5)

k

(

1 − e−2kyc

)

. (B.2)

La grandeur de la dimension supplémentaire est sans impact particulier sur la relation entre les
échelles de masses fondamentale et effective, et la théorie effective reste parfaitement définie
dans la limite d’une dimension supplémentaire infinie (yc → ∞). Cette annexe établit la
théorie effective associée aux modèles RS dans cette limite particulière [RS99b, LR00].

B.1 Modèle à une membrane (RS ′)

Nous reprenons le cadre théorique défini par l’action (4.2) pour le modèle RS original.
Considérant la dimension supplémentaire infinie (dans les coordonnées conformes, zc → ∞),
la membrane localisée en z = zc disparâıt de l’espace physique. Sans autre extension, les
champs de matière sont naturellement localisés sur la membrane centrale, en z = 0 (S+

mat =
S(vis) et S−

mat = S(hid)). Evidemment, nous devons nous affranchir de nos préoccupations
concernant le problème hiérarchique : la métrique induite sur la membrane visible en z = 0
est exactement la métrique de Minkowski, et la transformation d’échelle définie par le facteur

1
~ = c = 1.
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exponentiel est triviale (voir (4.7)). Cette membrane en z = 0 est appelée “membrane de
Planck” par opposition à la membrane en z = zc dans le modèle original, “membrane du
TeV ”. L’introduction d’une dimension infinie modifie les masses et couplages de la théorie
effective. La seconde membrane étant rejetée à l’infini, la condition de saut associée disparâıt,
et le spectre de masse est identifié par le continuum (m ≥ 0). Les couplages sont définis par la
valeur des fonctions d’onde établies dans le modèle original, mais sur la membrane de Planck
cette fois.

Couplages non massifs

La structure de masse nulle compte toujours un graviton et un mode scalaire. La géométrie
de l’espace est telle que la fonction d’onde constante associée au graviton reste normalisable
dans une dimension infinie (χ(0) = 2(k/M3

(5))
1/2, voir (4.27)). La relation entre les échelles de

masse fondamentale et effective est donc simplement la limite (lorsque zc → ∞) de la relation
correspondante pour une dimension compacte :

M2
(4) =

M3
(5)

k
. (B.3)

Par contre, le couplage scalaire donné à partir des équations (4.25) et (4.29) se trouvant défini
en z = 0, il est réduit d’un facteur e2σ̃(zc). Aussi, la constante de couplage scalaire s’annule
dans la limite où la dimension supplémentaire est infinie :

α(rs′) =
e−σ̃(zc)

√
3

→ 0 . (B.4)

Ce résultat trouve une explication naturelle dans le fait que le mode scalaire étudié définit une
perturbation de la mesure de la dimension supplémentaire. Cette dimension étant infinie, le
couplage scalaire perd son sens. Techniquement, la fonction d’onde associée à ce mode scalaire
crôıt de manière exponentielle (voir (4.29)). Elle est par conséquent non normalisable sur une
dimension infinie (C = 0).

Couplages massifs

Il reste à étudier le couplage à la matière des modes massifs sur le continuum m > 0. Ce
couplage est donné par la valeur χ(m)(0). Dans la coordonnée x, la membrane de Planck est
située en x = m/k � 1. Nous avons donc besoin du développement des fonctions de Bessel
d’ordre 2 pour les petites valeurs de leur argument (x < 1) :

J2 (x) ' x2

8
(B.5)

Y2 (x) ' − 4

πx2
− 1

π
. (B.6)

Les fonctions d’onde exactes (voir (4.42)) se réduisent donc à

ψ̃(m) (x) ' (2π)1/2

M
3/2
(5)

[

x5/2

8
−
(m

k

)2
(

1

x3/2
+
x1/2

4

)]

, (B.7)
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où la normalisation est propre au spectre continu2. La composante Y2(x) suit la même évo-
lution que le mode nul, alors que la composante J2(x) crôıt rapidement. Sur la membrane de
Planck, c’est Y2(x) qui domine, et la valeur de la fonction d’onde est par conséquent extrême-
ment supprimée par rapport au mode nul :

ψ(m) (0) = χ(m) (0) ' m1/2

k
χ(0) . (B.8)

Leur contribution à la phénoménologie aux énergies accessibles expérimentalement est tout
à fait négligeable. Le potentiel complet pour l’interaction statique entre deux corps sur la
membrane en z = 0 est donné par l’intégration des potentiels de Yukawa développés par chaque
masse du continuum. La contribution globale donne un terme anomal en 1/r3, largement
supprimé par un facteur 1/k2, jusqu’à des distances de l’ordre de l’échelle de Planck :

V (r) ' V0 (r)

(

1 +

∫ ∞

0
dm
(m

k2

)

e−mr

)

(B.9)

' V0 (r)

(

1 +
1

k2r2

)

. (B.10)

Dans le même ordre d’idées, la section efficace de production de ces excitations est largement
supprimée par rapport à la production du graviton habituel dσm ∼ (m/k2)/M̄2

Pl dm. Le
couplage scalaire étant naturellement nul et les contributions des modes massifs tout à fait
négligeables, la théorie s’identifie donc presque exactement à la Relativité Générale à haute
et basse énergies.

La compactification des dimensions supplémentaires n’est donc pas indispensable. Une
géométrie non triviale de l’espace-temps permet d’introduire des dimensions supplémentaires
non compactes, définissant une théorie effective cohérente en quatre dimensions, et en accord
avec toutes les contraintes expérimentales. Dans la section suivante, afin de réintroduire une
solution au problème hiérarchique, nous étendons ces derniers modèles, en localisant simple-
ment la matière à une coordonnée non nulle dans la dimension supplémentaire infinie. La
phénoménologie associée est beaucoup plus complexe et s’identifie, jusqu’à l’échelle électro-
faible, aux modèles ADD proposant l’existence de six dimensions supplémentaires larges, mais
compactes (δ = 6).

B.2 Combinaison

Le cadre théorique reste donc exactement celui que nous venons de définir (RS ′), mais
les champs de matière sont localisés sur une nouvelle “membrane du TeV ” en z = z0 '
1TeV −1. Afin que la présence de cette membrane ne modifie pas la structure de l’espace AdS5,
nous considérons sa tension négligeable. Il apparâıt de façon évidente que la transformation

2Pour une dimension finie zc, nous pouvons factoriser la dépendance en zc du coefficient de normalisation
Nm (voir (4.47)) comme Nm = (1/zc)

1/2 Ñm. Pour zc suffisamment grand, le spectre des modes massifs peut
être considéré comme continu, et la sommation des contributions des états massifs peut être écrite sous forme
intégrale :

∑

m

|ψ(z)|2 '
∫

dm

(1/zc)
|ψ(z)|2 .

Dans la limite zc → ∞, nous travaillons avec une mesure dm et la normalisation Ñm explicitement indépendante
de la valeur zc.
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d’échelle définie par le facteur exponentiel e−kz0 définit, comme dans le modèle RS original
où la dimension supplémentaire est finie, une solution au problème hiérarchique. Les fonctions
d’ondes sont normalisées comme dans le modèle RS ′. Le spectre de masse est toujours donné
par le continuum m ≥ 0, mais les couplages sont donnés par la valeur de la fonction d’onde
associée en z = z0. La phénoménologie est donc encore modifiée.

m = 0. A basse énergie, la fonction d’onde du graviton, constante sur toute la dimension
supplémentaire, donne la relation (B.3) entre les échelles de masse de la théorie, alors que le
couplage scalaire s’annule.

m > (1/z0) ' 1TeV . Dans cette partie du spectre, la fonction d’onde χ(m)(z) peut
être considérée dans son régime asymptotique en z = z0 puisque x0 ' mz0 > 1. Pour la
normalisation canonique dans le continuum (Ñm), nous obtenons un couplage fort pour ces
modes, analogue au couplage obtenu dans le modèle RS original pour les masses du spectre
discret (voir (4.50)) :

χ (z0)|(m>1 TeV ) '
e3/2σ(z0)

k1/2
χ(0) . (B.11)

La contribution de cette partie du spectre au potentiel gravitationnel est tout à fait négligeable
à cause de la suppression exponentielle importante des termes de Yukawa :

δV (r)|(m>1 TeV ) ' V0 (r)
e3σ(z0)

k

∫ ∞

TeV
e−mr dm. (B.12)

La production directe de ces modes en laboratoire devrait être accessible dans un futur proche.
Dans ce régime (E > TeV ), la section efficace pour la production combinée de ces modes évolue
comme

σ|(m>1 TeV ) ∼
1

M̄2
Pl

∫ E

TeV

e3σ(z0)

k
dm ∼ E

TeV 3
. (B.13)

m < (1/z0) ' 1TeV . Si tous les modes de masse inférieure au TeV avaient atteint ce
régime asymptotique, leur contribution au potentiel aux échelles de distance accessibles à
l’expérience et leur section efficace de production seraient similaires aux prédictions corres-
pondantes dans les modèles ADD incluant une dimension supplémentaire unique (δ = 1).
Ces prédictions seraient en contradiction profonde aussi bien avec les tests de la loi en 1/r,
qu’avec la phénoménologie des particules élémentaires à l’échelle électrofaible (voir (3.73)) et
il faudrait exclure le modèle. Mais les fonctions d’onde pour cette partie du spectre sont loin
d’être dans leur régime asymptotique, et les couplages associés sont fortement supprimés. Leur
comportement est donné par l’expression (B.7) évaluée en x0 ' mz0 < 1. Pour les masses les
plus faibles, m < (8/kz2

0) ' 10−4 eV , c’est la composante Y2(x) qui domine, et la suppression
des couplages est identique au cas où les champs de matière sont localisés sur la membrane de
Planck (voir (B.8)), ne laissant place à aucune signature expérimentale. Dans le régime inter-
médiaire, 10−4 eV < m < 1TeV , la composante J2(x) est la plus importante, et le couplage
est donné comme

χ (z0)|(10−4 eV <m<1 TeV ) '
kz4

0m
5/2

M̄Pl

(

' 1

2
kz4

0m
5/2χ(0)

)

. (B.14)

La contribution au potentiel gravitationnel est à nouveau parfaitement négligeable à des dis-
tances supérieures au millimètre (r > kz2

0). La phénoménologie aux échelles d’énergies élec-
trofaibles est modifiée par des sections efficaces de production équivalentes aux prédictions
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des modèles ADD comptant six dimensions supplémentaires plates (δ = 6). Nous avons en
effet, (E < TeV )

σ|(10−4 eV <m<1 TeV ) ∼
1

2M̄2
Pl

k2z8
0

∫ E

0
m5dm ∼ E6

TeV 8
. (B.15)

Ces prédictions sont par conséquent en accord avec les données expérimentales.

Conclusion

En conclusion, nous pouvons considérer une dimension supplémentaire infinie au sein d’une
géométrie du type AdS5. Si la matière est localisée à l’origine (z = 0), la gravitation en cinq
dimensions s’identifie à la Relativité Générale. Un modèle hybride peut encore être défini, où
la matière est localisée en z = z0 ' 1TeV −1 sur la dimension infinie. Dans ce contexte, le po-
tentiel d’interaction et la production de gravitons aux énergies électrofaibles restent en accord
avec les contraintes expérimentales. D’une part, la force gravitationnelle entre deux corps est
purement quadridimensionnelle à des distances supérieures au millimètre (r > kz2

0). La contri-
bution des modes massifs au potentiel d’interaction est en effet tout à fait négligeable dans ce
régime. D’autre part, les modes massifs ne sont couplés fortement à la matière que pour des
masses supérieures au TeV . Ceci définit une signature expérimentale essentiellement analogue
au modèle RS original. La production de modes plus légers (E < 1/z0) est supprimée comme
dans les modèles ADD compant six dimensions supplémentaires larges (σ ∼ E6/TeV 8).

Au-delà même de ces deux images extrêmes, nous pouvons imaginer un univers comptant
une dimension supérieure infinie, et où la matière serait distribuée sur des membranes dans
la cinquième dimension, entre l’origine z = 0 et la coordonnée z = z0. Pour un observateur
situé à une position z < z0 quelconque, la physique semblerait purement quadridimensionnelle
au-delà même des échelles de distance et d’énergie accessibles (r > kz2 et E < 1/z). Peut-être
notre espace-temps compte-t-il plus de quatre dimensions infinies.
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BIBLIOGRAPHIE 121

[Wil01] C. M. Will, Living Rev. Rel. 4 (2001) 4.

[WND96] J. G. Williams, X. X. Newhall et J. O. Dickey, Phys. Rev. D 53 (1996) 6730.

[WTF81] J. M. Weisberg, J. H. Taylor et L. A. Fowler, Scientific American 245 Oct. (1981)

66.

[WZ89] C. M. Will et H. W. Zaglauer, Astrophys. J. 346 (1989) 366.


