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Introduction

“Tous les hommes ont, par nature, le désir de connaitre” prétend Aristote lorsqu’il introduit
sa Métaphysique [1]. Aussi loin que remonte la tradition écrite, la connaissance du monde qui
I’entoure a toujours constitué 'une des préoccupations majeures de ’étre humain. Essentielle-
ment descriptives, les théories de la nature développées par les Anciens n’en avaient pas moins
la prétention d’universalité des sciences d’aujourd’hui. Tout y était décrit et expliqué. Rien
n’échappait a la loi du mouvement d’Aristote (le mouvement est I’actualisation de ce qui est en
puissance). Et 8'il advenait qu'un phénomeéne lui échappe, une version de la loi du mouvement
appropriée au phénoméne rebelle le faisait aussitot rentrer dans les rangs. C’est-a-dire qu'une
loi générale, lorsqu’elle n’est pas assortie d’un puissant support mathématique, peut étre par-
ticularisée & souhait et fournir une explication ad hoc au plus étrange phénomeéne naturel. Le
domaine de validité des théories de la nature des Anciens était immense, mais leur pouvoir de
prédiction pratiquement nul.

La mathématisation des sciences et plus singuliérement de la physique, que l'on attribue
généralement a Kepler, Galilée, Descartes et incontestablement Newton, a doté les théories de
la nature d’un remarquable pouvoir de prédiction. En physique, la qualité du pouvoir de pré-
diction d’une théorie qui se veut fondamentale se mesure & la taille de I’ensemble des nombres
qu’elle permet en principe de calculer ; les nombres calculés sont ensuite confrontés au donné
empirique, c’est a dire aux nombres “prélevés” dans la nature ; & I'issue de la confrontation on
juge alors de la qualité de la théorie. A titre d’exemple, la mécanique de Newton permet en
principe de calculer la position et la vitesse de tous les corps d’un systéme isolé & tout moment,
pour autant que ’état du systéme soit parfaitement connu & un instant donné. On sait aujour-
d’hui les limites de la mécanique de Newton : on sait que vitesse et position ne revétent plus
la méme signification ; on sait que la connaissance parfaite d’un systéme au sens classique du
terme n’est que pure illusion ; on sait que la précision des calculs classiques s’effondre pour les
systémes denses ; on sait enfin que le vaste monde microscopique et submicroscopique échappe
complétement aux lois énoncées par Newton. En d’autres termes, la taille de ’ensemble des
nombres en principe calculables & ’aide de la mécanique de Newton est grande, mais ces
nombres ne correspondent aux nombres “prélevés” dans la nature qu’avec une précision limitée
et dans des circonstances significativement particuliéres (i.e. systéme macroscopique, de faible
densité, etc...).

Les physiciens du siécle dernier ont étendu le domaine de validité de leurs théories bien
au-deld du monde macroscopique de Newton, et inventant & cet effet de nouveaux outils
mathématiques, ils en ont augmenté le pouvoir de prédiction. Les progrés des théories physiques
ont été a ce point fulgurants qu’on mesure aujourd’hui la qualité de leur pouvoir de prédiction a
la taille de ’ensemble des nombres qui ne sont en principe pas calculables! C’est-a-dire qu’une
théorie physique est avant tout une formidable machine & calculer qu’il s’agit d’alimenter



avec les conditions initiales du systéme étudié et les quelques nombres qu’elle est incapable
de calculer. Les nombres qui ne sont en principe pas calculables (au sens large) sont appelés

parameétres libres de la théoriel.

On peut ramener l'essentiel de 'héritage de la physique fondamentale du vingtiéme siécle
a l'assertion suivante : une théorie des particules doit étre relativiste et quantique. Les théories
quantiques des champs sont relativistes au sens restreint du terme. Avec le Modéle Standard
des particules élémentaires et des interactions fondamentales, on dispose aujourd’hui d’une
théorie quantique des champs permettant de rendre compte de la totalité des phénoménes
naturels a I’échelle subnucléaire (cette théorie n’est cependant pas relativiste au sens général du
terme il s’agit 1a du probléme théorique majeur en physique des particules a ’aube du vingt-
et-uniéme siécle). L’ensemble des paramétres libres du Modéle Standard ne compte qu’'une
vingtaine d’éléments (voire une trentaine si l'on considére les neutrinos massifs). La taille
remarquablement petite de cet ensemble est un des plus grands succés théoriques du Modéle
Standard?. D’aucuns la jugent pourtant trop grande, et bon nombre de physiciens consacrent
leur énergie & tenter de développer des modéles qui permettraient de la réduire encore.

En général on caractérise une théorie quantique des champs par un ensemble de symétries
et un ensemble de champs dont on définit le comportement sous les transformations asso-
ciées a ces symétries. La plupart des tentatives destinées & réduire la taille de ’ensemble des
paramétres libres du Modéle Standard consistent & agrandir I’ensemble de ses symétries et
souvent, par conséquent, I’ensemble de ses champs. Un ensemble de symétrie plus grand est
par définition plus contraignant, et le nombre de paramétres libres peut s’en trouver réduit.
Néanmoins, 'augmentation du nombre de champs vient généralement contrarier cette diminu-
tion potentielle. Par conséquent les théories ainsi définies impliquent un nombre de paramétres
libres plus grand que celui du Modéle Standard (on songe aux théories de grande unification, a
la supersymétrie, aux théories impliquant des symétries horizontales ; précisons tout de méme
que ces théories apportent & d’autres problémes fondamentaux — quantification de la charge,
unification des couplage de jauge, hiérarchie des échelles d’énergie et des couplages de Yukawa
— des solutions ¢élégantes et superbement inexistantes au sein du Modéle Standard). A ce jour,
aucune de ces tentatives ne semble cependant concluante.

C’est dans ce contexte de “quéte de calculabilité” que s’inscrit le travail de recherche pré-
senté dans les pages qui suivent. D’un point de vue terminologique, un paramétre est dit
calculable au sens large s’il est déterminé par la symétrie de la théorie; on dit qu’il est cal-

'Lorsqu’on prétend qu’un nombre est en principe calculable, il s’agit de remarquer que derriére ces quelques
mots se cache la plus grande partie de 'activité quotidienne des physiciens, ingénieurs, chimistes, biologistes,
psychologues, sociologues, etc, d’aujourd’hui. Car ce qui est calculable en principe ne 'est pas nécessairement
en réalité. Il serait illusoire — et strictement impossible — de chercher & expliquer le fonctionnement d’un avion
a réaction a partir du comportement des quarks et des électrons qui le constituent. Il en va de méme pour
un organisme vivant, pour 'homme, et pour la société tout entiére. En effet, dés que le systéme étudié fait
intervenir un nombre suffisament élevé de degrés de liberté, les équations fondamentales qui le gouvernent
sont trop complexes pour étre résolues. Il est alors nécessaire de faire appel & toute une série de stratagémes
(théories effectives, simulations numériques, etc...) pour aboutir vaille que vaille & la connaissance du systéme
étudié.

2Pour comparaison, il suffit de considérer le tableau périodique de Mendeleev et le nombre pléthorique
de parameétres, apparemment tous indépendants 'un de I'autre, qu’il contient. Au début du vingtiéme siécle,
aucun de ces paramétres n’était calculable. En outre, une importante partie de la matiére était laissée dans
Pombre (mésons, baryons instables, neutrinos, etc... ).



culable au sens restreint lorsque la symétrie qui le détermine lui associe un nombre pur (cette
acception sera désormais retenue par défaut) ; lorsque la symétrie qui le détermine lui associe
une fonction prenant valeur dans ’ensemble des autres paramétres de la théorie, on parle de
fonction ou de relation naturelle. Il est donc question de définir un outil permettant d’établir les
conditions nécessaires de calculabilité de certains paramétres apparemment libres du Modéle
Standard ; ou d’établir les conditions de naturalité d’une relation entre certains parameétres ap-
paremment libres du Modéle Standard. Cet outil repose sur la propriété de renormalisabilité
d’une théorie quantique des champs?® .

Les corrections radiatives affectant un paramétre calculable sont finies (on parle de pa-
rameétre fing). Dés lors, au premier ordre en théorie de la perturbation, I’annulation de la
contribution divergente des corrections radiatives affectant un parameétre libre est une condi-
tion nécessaire a la calculabilité de celui-ci. En général cette condition détermine la seule valeur
éventuellement calculable du parameétre en question. Les corrections radiatives finies qui af-
fectent la valeur obtenue sont calculables et généralement petites. La comparaison de cette
valeur a la valeur expérimentale du paramétre conditionne 1’éventuel succés de la démarche.
Il s’agit alors de chercher & identifier la symétrie & l'origine de 1’éventuelle calculabilité du
parametre.

De méme, les corrections radiatives affectant une relation naturelle sont finies (on parle
de relation finie). Dés lors, au premier ordre en théorie de la perturbation, 'annulation de
la contribution divergente des corrections radiatives affectant une relation arbitraire est une
condition nécessaire a la naturalité de celle-ci. En général cette condition détermine ’ensemble
des relations finies entre les paramétres dont il est question. Les corrections radiatives finies
qui affectent les relations obtenues sont calculables et généralement petites. L’introduction
dans ces relations des valeurs expérimentales des paramétres impliqués permet de sélectionner
I’éventuelle relation qui correspondrait & la réalité. Il s’agit alors de chercher & identifier la
symétrie a 'origine de I’éventuelle naturalité de cette relation.

L’objectif de ce travail consiste a étudier la finitude et donc ’éventuelle calculabilité des
paramétres de mélange du Modéle Standard, ainsi que la finitude et donc I’éventuelle naturalité
des relations entre les paramétres de mélange et les rapports de masse des particules du Modéle
Standard. On tente ensuite de situer 'origine des résultats obtenus.

La notion de brisure spontanée de la symétrie en théorie des champs est introduite au
chapitre 1. Les conséquences théoriques et phénoménologiques de la brisure spontanée y sont
ensuite étudiées. En particulier, le mécanisme de Higgs, essentiel a la construction du Modéle

3Lorsqu’une particule physique se propage, elle peut émettre une deuxiéme particule et la réabsorber aus-
sitot. Ce processus d’émission et d’absorption d’une particule vient corriger la propagation de la particule
initiale. On parle de corrections radiatives. Les corrections radiatives affectent les quantités physiques mesu-
rables associées & tous les phénoménes physiques fondamentaux. Ces corrections radiatives peuvent se révéler
divergentes. La contribution divergente de ces corrections radiatives est alors absorbée dans les paramétres
libres de la théorie. On dit que les paramétres sont renormalisés. Une théorie est dite remormalisable si elle
implique un ensemble fini de paramétres libres capables d’absorber les contributions divergentes de toutes les
corrections radiatives imaginables. Une théorie des champs qui n’est pas renormalisable ne peut étre qualifiée
de fondamentale dans la mesure ou les nombres (i.e. les quantités physiques) qu’elle permet de calculer sont
infinis et ne correspondent dés lors pas aux nombres finis “prélevés” dans la nature.

D’un point de vue plus formel, en théorie des champs, les corrections radiatives correspondent aux termes d’un
développement pertubatif des solutions des équations du mouvement (on parle de théorie de la perturbation).



Standard, y est présenté. On consacre le chapitre 2 & la construction du Modéle Standard &
partir du systéme scalaire du modéle sigma linéaire. Introduite par Veltman, cette approche
démontre Defficacité de ce systéme scalaire (dit minimal), lequel reproduit naturellement la
théorie de I’électrodynamique quantique aprés brisure spontanée de la symétrie. Elle permet
en outre de souligner les traits de ressemblance entre le modéle sigma linéaire et le Modéle
Standard. Les extensions du systéme scalaire minimal sont ensuite présentées et analysées. Au
chapitre 3 on définit la notion de relations naturelles dans le Modéle Standard. Aprés avoir
présenté le secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard & deux et trois générations de
fermions, on introduit les symétries horizontales. A travers I’étude d’un modéle particulier,
on montre comment ces symétries peuvent susciter ’apparition de relations naturelles entre
les paramétres de mélange et les rapports de masse des quarks. On démontre ensuite un
théoréme de blocage qui précise les conditions dans lesquelles une relation naturelle peut dériver
de l'invariance du lagrangien sous les transformations d’un groupe de symétrie horizontal.
Le chapitre 4 est destiné & la présentation de l'outil perturbatif permettant d’établir les
conditions de calculabilité d’un paramétre ou les conditions de naturalité d’une relation. Un
calcul & [ordre d’une boucle aboutit a la détermination de la seule valeur éventuellement
calculable de I'angle faible (on redécouvre les théories de grande unification). Un autre calcul
a l'ordre d’une boucle conduit & la mise en évidence d’une relation du type Goldberger-Treiman
dans un modele simplifié (on redécouvre la brisure spontanée de la symétrie). Ces deux calculs
serviront de modeéles et d’incitants pour les développements & venir. C’est & partir de ce
chapitre que débute & proprement parler la partie originale du travail de recherche. On consacre
le chapitre 5 a I’étude de calculabilité de ’angle de Cabibbo dans le Modéle Standard a
un doublet de Higgs et deux générations de fermions, ainsi qu’a I’étude de calculabilité des
paramétres de mélange dans le Modéle Standard a un doublet de Higgs et trois générations de
fermions. On identifie la symétrie responsable des mélanges finis obtenus. On analyse enfin les
conditions de possibilité d’'un mélange partiellement (et naturellement) généré par corrections
radiatives. Le chapitre 6 est consacré & I’étude de naturalité des relations entre les parameétres
de mélange et les rapports de masse des quarks dans le Modéle Standard a un doublet de
Higgs et a n générations de fermions. Les calculs conduisent & la mise en évidence de n — 1
paramétres finis & 'ordre d’une boucle. L’extension minimale du Modéle Standard permettant
de rendre compte de l'oscillation des neutrinos est alors introduite, et les calculs précédents
sont généralisés au secteur des leptons. Enfin, par analogie avec ’électrodynamique quantique
et par rapprochement avec le modéle sigma linéaire, le concept d’universalité de la charge est
exporté dans le secteur de Yukawa du Modéle Standard. L’universalité postulée permet de
combiner les paramétres finis & 'ordre d’une boucle et donne lieu a la formulation de plusieurs
relations finies & I'ordre d’une boucle. L’'une d’entre elle entraine la prédiction numérique
du rapport de la masse du quark up et de celle du quark down. Dans le cadre de 'extension
leptonique minimale, on utilise les résultats récents de la collaboration SNO (Sudbury Neutrino
Observatory) afin d’établir grossiérement le spectre de masse des neutrinos.



Chapitre 1

Brisure spontanée

Une théorie des champs est décrite par une densité de Lagrange, ou encore un lagrangien®.
Les champs sont rangés dans les représentations irréductibles d’un groupe de symétrie, c’est-a-
dire qu’ils sont définis par leur loi de transformation sous les opérations du groupe de symétrie.
Le lagrangien est une fonctionnelle scalaire des champs de la théorie et de leurs dérivées. Sa loi
de transformation triviale (i.e. son invariance) sous les opérations du groupe de symeétrie et la
renormalisabilité de la théorie le déterminent complétement. On peut donc dire qu’une théorie
des champs est caractérisée par un groupe de symétrie et un contenu en représentations. On
associe en outre a ces symétries des lois de conservation.

11 arrive cependant que 'état du vide (i.e. 'état d’énergie minimale) de la théorie ne soit
pas invariant sous certaines transformations du groupe de symétrie. Si I’état du vide varie
sous ces transformations, c’est qu’il y a plusieurs vides possibles pour la théorie. Il est alors
nécessaire d’en sélectionner un, et de redéfinir les champs autour de cet état du vide physique.
Une fois les champs redéfinis, le lagrangien ne présente plus la propriété d’invariance sous
les transformations incriminées. On dit que la symétrie associée a ces transformations est
disstimulée ou brisée spontanément. A la différence de la brisure explicite de la symétrie, la
brisure spontanée implique le respect des lois de conservation correspondantes.

Ce premier chapitre est consacré a I’étude de la brisure spontanée de la symétrie. On traite
successivement le cas des symétries globales discrétes et continues, et des symétries locales
abéliennes et non abéliennes. On montre que dans la plupart de ces cas, la signature de la
brisure spontanée se révéle d’'une importance phénoménologique fondamentale. En particulier,
on énonce et démontre le théoréme de Goldstone [2, 3, 4, 5], et on introduit le mécanisme
de Higgs qui permet de douer les bosons de jauge du Modéle Standard d’une masse réaliste

6,7, 8,9, 10].

1.1 Symeétries globales

Une symétrie est dite globale lorsque les lois de transformation qui lui sont associées ne dé-
pendent pas de I'espace-temps. Les symétries globales sont discrétes ou continues, abéliennes
ou non abéliennes. On examine le cas d’une symétrie discréte brisée spontanément. On gé-
néralise la démarche aux symétries continues. Enfin, on énonce et démontre le théoréme de
Goldstone.

'Dans la suite du texte on utilise le terme lagrangien pour désigner une densité de Lagrange.

7



8 CHAPITRE 1. BRISURE SPONTANEE

1.1.1 Symétries discrétes

On considére le lagrangien associé au champ scalaire réel ¢ :
1 oo Ay
L==-9,00" —° — — 1.1
5Ou00 ¢+ 50" — ¢ (1.1)

avec 2 > 0 et A > 0. Ce lagrangien est invariant sous les transformations du groupe symétrique
Sy qui envoient ¢ sur +¢. La configuration classique d’énergie minimale est un champ ¢(x) =
¢¢ choisi pour minimiser le potentiel

2
A
V(g) = -5+ o' (1.2)
2 4
L’équation 0V/9d¢ = 0 admet les solutions ¢y = 0 et
2
2 _ M
= 1.3

c'est-a-dire ¢g = +4/p2/\. Parmi celles-ci, seules les deux derniéres sont des minima du
potentiel. La premiére aurait été le seul minimum du potentiel si 'on avait choisi un terme de
masse de signe opposé dans le lagrangien (1.1). En théorie quantique des champs, le minimum
du potentiel correspond & la valeur moyenne dans le vide — état d’énergie minimale ou état
fondamental — du champ (ou des champs) concerné(s), i.e. ¢g = () = ++/u2/\. La condition
(1.3) est invariante sous les transformations de Si. Choisir un état fondamental revient a
privilégier I'un des deux minima, c’est a dire briser I'invariance du vide sous les transformations

de Sy. On choisit
2
b0 = 1/ % =

et on redéfinit le champ ¢ — ¢ + v de telle sorte que ((¢ + v))o = v et que dés lors (¢p)g = 0.
A un terme constant prés, le lagrangien (1.1) s’écrit alors

L= % GO ) — %(\/iu)%s? —Vug® - 2& : (1.4)

On note I’absence de terme linéaire (& laquelle on pouvait s’attendre dans la mesure ou 'on a
translaté l'origine des axes jusqu’a I'un des minima du potentiel, i.e. V' est minimal en ¢ = 0;
I'équation 0V/0¢ = 0|y—o implique alors I’absence de terme linéaire), c’est-a-dire I’absence de
diagrammes “tétard” & l'ordre zéro.

On dit que la symétrie S est brisée spontanément. On dirait mieux qu’elle est dissimulée,
qu’elle n’est plus apparente; elle se manifeste a travers les relations entre les trois coefficients
du lagrangien (1.4) qui ne dépendent effectivement que de deux paramétres.

1.1.2 Symétries continues
Pour généraliser les considérations précédentes aux symétries continues, on examine le
lagrangien
1 " 1 5 A 9
L= 3 90" di + ol it — Z(qbz'cbz‘) ) (1.5)
lequel implique une série de champs scalaires réels ¢;, ¢ variant de 1 & N. On a l'invariance
sous les transformations

¢i — Rijo;



1.1. SYMETRIES GLOBALES 9

pour autant que la matrice R soit orthogonale, i.e. R € O(N) (il s’agit donc du groupe des
rotations en N dimensions). On minimise le potentiel

A
V(gp) = —%M2¢i¢i + Z(@@')Z

en exigeant que 0V/0¢; = 0 Vj. On observe que I’ensemble des minima est caractérisé par la

condition
12

Poitoi = S (1.6)
Seule la norme du vecteur ¢g; est déterminée; sa direction est arbitraire. On la choisit telle
que le vecteur pointe le long de l'axe i = NV, i.e.

112
¢oi = (0,0,...,0,v) avec v=

On remarque qu’une transformation du groupe O(N) de symétrie du lagrangien (1.5) permet
de relier le vide choisi & toute autre configuration possible; en d’autres termes, le groupe
de symeétrie connecte entre eux tous les états du vide possible. On redéfinit alors le champ

én — ¢n + v et le lagrangien (1.5) s’écrit
1 1 1
L= 3 P10 1 + §3M¢23“¢2 + ...+ §3M¢N—13“¢N—1

+ %8M¢N6M¢N - %(\@M)2¢N¢N
+ termes d’interaction (¢@¢ et o) .

On note l'apparition de N — 1 champs ¢; (i = 1,..., N — 1) non massifs et d'un champ ¢y de
masse V2. Les N — 1 champs non massifs sont appelés bosons de Goldstone.

La symétrie O(N) est dissimulée. Seule, la symétrie O(N — 1) (C O(N)) qui mélange
les N — 1 champs ¢; (i = 1,...,N — 1) entre eux demeure apparente. Si l'on représente le
potentiel sur un graphe, on remarque que le champ massif ¢ décrit de petites oscillations
dans la direction radiale, direction dans laquelle la dérivée seconde du potentiel ne disparait pas
(masse du champ ¢y non nulle) ; tandis que les N — 1 champs ¢; (i = 1, ..., N — 1) décrivent de
petites oscillations dans les directions tangentielles, le long du “creux” du potentiel, directions
selon lesquelles les dérivées secondes s’annulent. Le “creux” est une surface & N — 1 dimensions
sur laquelle les N — 1 directions sont équivalentes (manifestation de la symétrie O(N — 1) non
brisée).

1.1.3 Théoréme de Goldstone

On démontre le théoréme de Goldstone, qui établit que la brisure spontanée d’une symétrie
continue entraine ’apparition d’une particule scalaire non massive, i.e. un boson de Goldstone,
pour chaque générateur (de la symétrie originale) brisé? [2, 3, 4, 5].

On considére un lagrangien impliquant N champs scalaires réels ¢; appartenant & un
vecteur ® & N composantes :

1
L=50,20"® ~ V(®). (1.7)

2Par générateur brisé on entend générateur modifiant état fondamental de la théorie, ou encore générateur
infinitésimal du groupe G de symétrie du Lagrangien, qui ne soit pas générateur infinitésimal du groupe g
(C G) de symétrie de I’état fondamental.



10 CHAPITRE 1. BRISURE SPONTANEE

On suppose l'invariance de ce lagrangien sous les transformations d’un groupe continu G. Les
lois de transformation globales des champs scalaires s’écrivent (sous leur forme infinitésimale) :

Dr— & —iaTD
ou T* (a € {1,...,dg}, avec dg la dimension du groupe G, i.e. le nombre de générateurs

indépendants) sont les générateurs infinitésimaux du groupe G et ot a® sont des paramétres
réels et petits. Or le potentiel V' (®) est invariant sous les transformations de G. Donc

oV (®) OV(®) 4
(SV(CI’) = 8¢Z 5¢z = —1 8¢Z (% (T )z‘j¢j =0
ou encore, puisque les paramétres de jauge a® sont arbitraires,
V@), .,
96, (T*)ij¢5 =0
Va € {1,...,dg}. On dérive ces équations pour obtenir
0?V (@) oV (®)
———(T%550; + ——= (T =0,
que l'on évalue en ® = & ou P minimise le potentiel V(P). Alors on a
0*V (®)
— T%)ii¢0; =0
a¢ka¢l ¢:¢0( )J¢O]
ou encore
Mg (T")ijbo; =0, (1.8)

ot MZ = (8°V(®))/(0¢r0¢;)|o—a, est la matrice de masse des champs scalaires redéfinis
autour du vide réel®. Si le vide choisi demeure invariant sous les transformations d’un sous-
groupe g de G, alors

(T%)ijdoj =0
pour les d, générateurs non brisés, d, étant la dimension du sous-groupe g de G. Par contre,
pour les dg — d, générateurs brisés, on a

(T%)ijdoj # 0 -
Alors la relation (1.8) permet de conclure que la matrice de masse Ml-zj a dg — dg valeurs
propres nulles. En d’autres termes, parmi les NV champs scalaires de la théorie, dg — d4 sont
non massifs et sont appelés bosons de Goldstone.

Afin d’illustrer les conclusions de cette démonstration, reprenons le modéle examiné dans
la section précédente. La symétrie G = O(IN) est brisée spontanément par le choix d’un état
fondamental. L’état fondamental ®( est invariant sous les transformations du sous-groupe
g=O0O(N —1)de G. On a dg = N(N —1)/2 et dy = (N — 1)(N — 2)/2. Le nombre de
générateurs brisés est alors de dg —dy; = N — 1. Il y a donc N — 1 bosons de Goldstone.
Considérant O(N) comme le groupe de symétrie le plus contraignant pour un lagrangien du
type (1.7), on note que toujours

dg —dy < N .
3La chose est évidente si Pon développe le potentiel autour du minimum @ :
1 9?V(®)
V(®)=V (D =(¢— ¢o)i(¢d — i
() = V(®0) + 50 = do)ilo~ do)igr|

et que l'on observe le terme de masse des nouveaux champs ¢ — ®g.



1.2. SYMETRIES LOCALES 11

1.2 Symétries locales

Une symétrie est dite locale lorsque les lois de transformation qui lui sont associées dé-
pendent de I’espace-temps. L’invariance d’un lagrangien sous les transformations locales d’un
groupe de symétrie (i.e. “sous une symétrie locale”) de dimension dg entraine l'apparition de
dg bosons vectoriels non massifs. Ces bosons sont dits bosons de jauge. Il véhiculent l'inter-
action associée a la symétrie. Une symétrie locale est également dite symétrie de jauge. On
montre comment la brisure spontanée d’'une symétrie de jauge permet de fournir une masse
aux bosons de jauge [6, 7, 8, 9, 10].

1.2.1 Symétries abéliennes

Soit le lagrangien (1.5) avec N = 2, invariant sous les transformations globales du groupe
SO(2) (ainsi que sous I’échange ¢1 < ¢2) :

1 1 1 A
L = S0u010"61 + S0u020" 62 + Si*(6% + 03) — J(6F + 63)° (1.9)

que 'on exprime en redéfinissant les champs ¢ et ¢o a 'aide d’un seul champ scalaire com-

plexe?

b1+ 192
V2

et dont on étend l'invariance sous les transformations locales du groupe SO(2) ~ U(1) :

¢ =

L= = TF Fuy + (Dud) (D"9) + 12676~ N&70) (1.10)

avec FH = OMFAY — Q¥ A* et DF = OF — jeA*, o A* est un champ vectoriel non massif
(par exemple celui du photon). Le lagrangien (1.10) est celui de I’électrodynamique quantique
scalaire. On montre qu'’il est effectivement invariant sous les transformations du groupe U(1)
appliquées aux champs scalaire et vectoriel :

dr— e g, (1.11)

1
Al AP — Z9HEA (1.12)
(&

oit A = A(z) est une fonction réelle de I’espace-temps. Le potentiel V (¢) = —pu2¢* ¢ + A(¢*$)?
est minimal en ¢*¢ = v2/2 avec® v = /u?/), et on peut choisir pour ¢ la valeur moyenne
dans le vide ¢9 = ve'®/v/2 ol a est un paramétre réel arbitraire. A nouveau, on note que
les transformations du groupe de symétrie du lagrangien, qui permettent de modifier la phase
e d'un facteur e~ relient entre elles les différentes configurations du vide. En choisissant
(ou en laissant la nature choisir) une phase particuliére, on brise I'invariance de jauge du vide
du modéle - et non pas celle du lagrangien du modéle. C’est-a-dire qu'une transformation de
jauge modifie la valeur moyenne dans le vide du champ scalaire. Cependant les lois physiques
associées au lagrangien ne s’en trouvent pas affectées. Autrement dit : la physique ne dépend
pas du choix du vide parmi les vides possibles de la théorie. En outre, puisqu’il s’agit ici d’une

410bjectif de cette redéfinition est de ranger les champs dans les représentations irréductibles du groupe
abélien SO(2), lesquelles sont toutes de dimension 1. On reviendra aux champs réels dans la suite du raison-
nement.

®Le facteur 1/2 provient d’un choix de conventions.
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symétrie de jauge, les conséquences de la brisure spontanée s’étendent au secteur de jauge du
modéle. Pour s’en rendre compte on redéfinit les champs autour de la valeur moyenne dans le
vide g = v/V/2 (i.e. a = 0), c’est-a-dire qu’on effectue la translation ¢ — ¢ + v/v/2, et on
réécrit le lagrangien (1.10), ne retenant que les termes quadratiques en les champs et en leurs
dérivées :

1 *
L= = F"Fy + 0,"0"0

L oo ks * Ly )2
+§6 v AMA“—I—EevAM@“(gb—(ﬁ ) — ﬁu (¢ + @)

+ termes d’interaction
et on le réexprime enfin en fonction des champs réels ¢; et ¢o :
L= —tpmwp, 11,600 L0, b L2 4, 40— eon, o L (V) 2 i
—_Z HV+§ u,¢1 ¢1+§ M¢2 ¢2+§€’U m — €ev m ¢2+§< /J;) ¢1 + t.a.

L’intérét de ce lagrangien réside dans la présence du terme A,0" ¢ qui mélange les particules
A, et ¢2. On peut combiner les trois termes centraux du lagrangien pour obtenir

1

L =
4

, 1 1 1 1 1 2 .
PH F#y+§8#¢1au¢1+§€22}2 (A/_L - a U¢2> <AN - 58“(}52) +§ (\/§,U,> (;S% + t.1.

et I'on observe que le champ ¢o n’intervient plus que dans les parenthéses centrales et peut
dés lors étre considéré comme un degré de liberté du champ vectoriel A,. En effet, apres
redéfinition du champ vectoriel

1
At — AP+ — 0y,
ev
on aboutit au lagrangien
o= -tpwp, i Logon LA, ar g tm2g i
—_Z /1,1/"'5 ,u(lsl ¢1+§ m +§m¢1+t~1~7
ot M = ev est la masse associée au champ vectoriel, tandis que m = /2 est la masse associée

au champ scalaire. Il s’agit du lagrangien d’un boson vectoriel et d’un scalaire massifs ; le champ
scalaire ¢o a quant & lui disparu®. En d’autres termes, le mécanisme de Higgs, a travers la

5Notons qu'il subsistera une trace du champ scalaire ¢ dans les termes d’interaction. Le traitement ap-
profondi de la brisure spontanée d’une symétrie de jauge et la dérivation des régles de Feynman associées au
lagrangien ne peuvent étre envisagés sans considérations relatives au choix de la jauge. Nous n’irons pas plus
loin dans 'examen du mécanisme de Higgs, notre objectif se limitant & illustrer la génération de la masse des
bosons de jauge. Cependant, en reconsidérant le lagrangien (1.10), et en redéfinissant différemment le champ
complexe ¢ autour de la valeur moyenne dans le vide v/ V2 (la paramétrisation est particuliére et motivée par
le choix de la jauge — jauge unitaire, dont on ne discutera pas plus avant) :

id2\ ¢1+v
o —ep (12) SLEL,
1

on observe qu’aprés la transformation de jauge combinant (1.11) et (1.12) avec A(x) = ¢2(x) le champ ¢
disparait complétement du lagrangien, i.e.

£ = =P B+ 5 [Da(or + )" [D(91 + 0)] + 54%(81 + ) = 7A@ + )"
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brisure spontanée de la symétrie, transforme un degré de liberté scalaire en un degré de liberté
vectoriel longitudinal. Ou encore : le boson de Goldstone produit par la brisure spontanée de
la symétrie est absorbé par le champ vectoriel devenu massif (et comptant dés lors un degré
de liberté supplémentaire).

1.2.2 Symétries non abéliennes

On peut généraliser les considérations précédentes aux symétries non abéliennes. On part
du lagrangien (1.5) impliquant N champs scalaires ¢; rangés cette fois dans les multiplets (i.e.
les représentations irréductibles) d’un certain groupe continu non abélien G' de dimension d,
groupe de symétrie du potentiel V. Ces multiplets sont symbolisés par ®. On écrit

L = (9,9) (0"2) - V().

ou ¢ a été défini tel qu’il puisse absorber le facteur 1/2 de son terme cinétique. On impose
I'invariance du lagrangien sous les transformations locales du groupe G, c’est-a-dire qu’on
remplace les dérivées usuelles par des dérivées covariantes :

Dl = 9" —igT"Wer

ouT? a € {1,...,dg}, sont les représentants des générateurs du groupe G, et W sont les dg
champs vectoriels non massifs introduits pour garantir I'invariance. Le lagrangien est ensuite
complété par les termes cinétiques associés aux champs vectoriels. Aprés brisure spontanée de
la symétrie, i.e. aprés le choix d’une configuration du vide ®y minimisant le potentiel V(®),
imaginons que cette méme configuration ¢y demeure invariante sous les transformations d’un
sous-groupe g de G, de dimension d,. Cela signifie qu’on a

T®y =0 pour a€{l,...d;},

ce qui, si l'on s’en référe au théoréme de Goldstone, devrait donner lieu a I'apparition de dg—d,
bosons de Goldstone, i.e. dg —dg scalaires de masse nulle. On les désigne ¢4, a € {dy, ...,dg}.
Cependant, on peut redéfinir les champs scalaires autour de la valeur moyenne dans le vide
v = Pg 4 'aide d’une paramétrisation particuliére évoquée dans la section précédente :

> Aa T(l
(%

ot T sont les dg —d, générateurs qui n’annihilent pas le vide, c’est-a-dire pour lequel T9®q #
0. Un choix de jauge particulier permet ensuite d’éliminer les champs ¢%, du lagrangien” .
Les dg — d4 degrés de liberté scalaires se sont transformés en degrés de liberté vectoriels
longitudinaux ; autrement dit, parmi les dg bosons de jauge, dg — dy sont devenus massifs en
absorbant les bosons de Goldstone produits par la brisure spontanée de la symétrie.

On établit le bilan des degrés de liberté avant et aprés brisure spontanée de la symétrie.
Avant brisure spontanée de la symétrie, on a N degrés de liberté pour les N champs scalaires
et 2dg degrés de liberté pour les dg champs vectoriels non massifs. Aprés brisure spontanée
de la symétrie, on a N — (dg — dg) degrés de liberté pour les N — (dg — dy) champs scalaires
restants, 2d, degrés de liberté pour les d, champs vectoriels non massifs restants, et 3(dg —dy)
degrés de liberté pour les dg — d, champs vectoriels massifs. On vérifie bien que

N +2dg =N — (dg — dg) +2dy + 3(dg — dy) .

11 suffit de soumettre tous les champs & la transformation de jauge déterminée par les paramétres de jauge
0% = ¢Bg/v sia € {dgy,...,da} et 8% = 0 sinon.
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Conclusion

Lorsque I'état du vide d’une théorie n’est pas invariant sous les transformations du groupe
de symétrie de cette méme théorie, on dit que la symétrie est brisée spontanément. C’est-a-
dire que le choix d’un état du vide et la redéfinition des champs autour de cet état du vide
physique dissimulent la symétrie originale. Celle-ci se manifeste alors dans les relations entre les
paramétres du lagrangien redéfini (i.e. le lagrangien tel qu’il s’exprime en termes des champs
redéfinis). Comme on le précisera aux chapitres 3 et 4, ces relations sont dites naturelles.

On a montré que la brisure spontanée d’une symétrie globale continue entraine I'apparition
d’un boson de masse nulle pour chaque générateur brisé. L’existence de ces bosons de masse
nulle, dits bosons de Goldstone, peut étre considérée comme la signature de la brisure spontanée
de la symétrie. Lorsque la symétrie brisée spontanément est une symétrie de jauge, i.e. une
symétrie locale, alors les bosons de Goldstone sont absorbés par les bosons de jauge et leur
conférent une masse. Ce mécanisme de génération de masse, dit mécanisme de Higgs, respecte
Pinvariance de jauge de la théorie. Le sort des fermions dans une théorie dont la symétrie est
brisée spontanément est étudié au chapitre suivant (sous-section 2.1.2).



Chapitre 2

Systémes scalaires

Le Modé¢le Standard des particules élémentaires et des interactions fondamentales est une
théorie des champs. Son lagrangien est invariant sous les transformations locales du groupe
SU3).®@SU(2), @U(1)y. Le groupe de jauge SU(2), @ U(1)y des interactions électrofaibles
[11, 12, 13] du Modéle Standard! posséde quatre générateurs. Il entraine donc l’existence de
quatre bosons de jauge non massifs. La brisure spontanée de la symétrie SU(2)p @ U(1)y —
U(1)em engendre un terme de masse pour trois des quatre bosons de jauge. Mais la symétrie ne
peut étre brisée spontanément sans l'introduction d'un systéme scalaire? dans le modéle, ¢’est-
a-~dire un ensemble de champs scalaires rangés dans les représentations irréductibles du groupe
de jauge. L’existence d'un potentiel scalaire ad hoc peut alors précipiter 1’état fondamental
du modéle dans une direction particuliére et la redéfinition des champs autour de cet état
dissimule la symétrie originale. Lorsqu’il donne effectivement lieu a la brisure spontanée de la
symétrie, le systéme scalaire ou secteur scalaire du modéle est appelé secteur de Higgs.

On détermine généralement le systéme scalaire d’'un modéle a posteriori, en fonction du
type de brisure spontanée que ’on souhaite provoquer. En quelque sorte, le systéme scalaire
vient s’ajouter “en dessous” du modéle initial pour lui permettre de reproduire un spectre
de masse non trivial. La démarche adoptée dans ce chapitre est différente. Introduite par
Veltman [14], elle consiste a construire le Modéle Standard a partir du modéle sigma linéaire
[15, 16]. C’est-a-dire que 'on démarre d’un systéme scalaire minimal (i.e. celui du modéle
sigma linéaire), et que 'on définit tour a tour les interactions de Yukawa, les interactions de
jauge et la brisure spontanée de la symétrie. En d’autres termes, le Modéle Standard est pergu
comme un espéce de “prolongement” de son propre secteur scalaire minimal. Les avantages de
cette approche sont multiples. Dans un premier temps, elle privilégie le systéme scalaire du
modéle sigma linéaire, lequel est le seul & méme de reproduire naturellement 1’électrodynamique
quantique telle qu’on la connait. En outre, elle jette un éclairage nouveau sur la présence de la
symétrie custodiale au sein du Modele Standard. Enfin, on verra par la suite (chapitre 6) qu’elle
permet d’établir un paralléle entre les constantes de renormalisation du Modéle Standard et
du modeéle sigma linéaire.

Ce chapitre est donc consacré a la présentation du modéle sigma linéaire sous sa forme
originale, et & la construction, & partir de celui-ci, du secteur électrofaible du Modéle Standard
des particules élémentaires et des interactions fondamentales [14]. On s’attarde ensuite sur les
extensions possibles du secteur de Higgs du Modéle Standard.

LAu cours de ce chapitre on écrit Modéle Standard pour Modéle Standard des interactions électrofaibles.
2Dans la suite du texte on utilise indistinctement systéme scalaire et secteur scalaire.

15
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2.1 Le modéle sigma linéaire

A Torigine, le modéle sigma linéaire [15, 16] a été introduit pour décrire les interactions
fortes entre les pions et les nucléons & basse énergie. Il s’est ensuite révélé étre un modéle de
choix pour lillustration de certaines caractéristiques fondamentales de la théorie des champs
telle la renormalisation [17, 18|. Enfin, et c’est la raison pour laquelle on a choisi de lui consacrer
cette section, il offre une série de ressemblances avec le secteur scalaire du Modéle Standard.

Dans un premier temps on définit le lagrangien et les lois d’invariance du modéle sigma
linéaire. On étudie ensuite les conséquences de la brisure spontanée de la symétrie sur les
fermions du modéle.

2.1.1 Lagrangien et symétries

On considére I’expression originale du lagrangien du modéle sigma linéaire? [19] :

1 m 1 m H2 2 2 Ao 212
L—§8u7r8 7r—|—§8u08 0—1—7(0 + 7 )—Z(a +7)

+ Wi @V — g, V(0 + i1 - 7y5) ¥, (2.1)

ot o et ® = (my,m,m3) sont des champs réels de spin 0, et ot ¥ = (u d)” est un doublet
de fermions. Le lagrangien (2.1) est invariant sous les transformations globales du groupe
SUQ2)v :

oc— o0,

T— T+a X, (2.2)

\IH—HI'—z'a-%\I!,

ol a = (g, 2, arg) sont des paramétres quelconques, réels et petits. Ces transformations sont
présentées sous leur forme infinitésimale. Elles sont dites vectorielles (V) parce que les courants
conservés qui leur correspondent sont de nature vectorielle. C’est a ce groupe de symétrie que
I’on associe la notion d’isospin : ¢ est un isoscalaire ; ¥, un isodoublet ; et 7, un isotriplet. En
outre, le lagrangien (2.1) est invariant sous les transformations globales du groupe SU(2)4 :

c—o+ 3 -m,
w— mw— (o, (2.3)

U U tif - s ?

ou B = (B1,P2,Ps3) sont des paramétres quelconques, réels et petits. A nouveau ces trans-
formations sont présentées sous leur forme infinitésimale. Elles sont dites axiales (A) parce
que les courants conservés qui leur correspondent sont de nature axiale. On remarque enfin
I'invariance du lagrangien (2.1) sous les transformations globales du groupe U(1)p :

o0,
T T, (2.4)

U e " |

30n a remplacé les champs des nucléons P et N (proton et neutron) de charge respective +1 et 0, par les
champs des quarks u et d (up et down) de charge respective +2/3 et —1/3, la charge unité étant donnée par la
valeur absolue de la charge électrique de I’électron.
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avec £ € R. On a répertorié I’ensemble des symétries que présente le lagrangien (2.1) : SU(2)y,
SU(2)4 et U(1)p. On ne peut cependant pas parler du produit direct de ces groupes parce
que les transformations (2.2) et (2.3) ne commutent pas.

Il est toutefois possible de réarranger le lagrangien du modéle sigma linéaire et d’en montrer
I'invariance sous une série de transformations qui commutent mutuellement. On observe que les
fermions du lagrangien (2.1) sont non massifs, ce qui entraine l’existence d’une symétrie chirale.
A partir des champs chiraux Up = (1 +75)/2V et Uy = (1 —5)/2 ¥, le terme d’interaction
de (2.1) s’écrit —gy\iJLZ\IlR — gy\IlRET\IIL avec X = o + 7 - w. On note 'invariance de cette
expression sous les transformations ¥y — UpV¥y, Y — UgVR, et X +— ULEUT, ou Uy, et
Ur sont les représentations bidimensionnelles des groupes SU(2)r, et SU(2)g, respectivement.
Vérifiant? que les expressions tr (8HET8“E) et tr (2TX) ne varient pas, non plus, sous ces
transformations, on peut finalement réécrire le lagrangien (2.1) du modeéle sigma linéaire en
terme des champs Uy, Up et X :

L= itr (a.3fors) + %2‘51“ (zfz) - %tﬂ (='x)

+\T/L7;ﬂ\I/L+\I/R’L'@\I/R—gy (@LE\IJR—F\T/RET\I/L) . (25)

Les transformations globales peuvent s’écrire sous leur forme infinitésimale ; pour SU(2), on
a N

U, — Uy 495%\1@ ,
(2.6)

)

E.—>E—i6f%2

et pour SU(2)r

Up+— Up —Z'GZRE\IIR,
. (2.7)
IR —i—z’@fﬁ% ,

ol HZ-L et HZR (1 = 1,2,3) sont des paramétres quelconques, réels et petits. Enfin, & ces trans-
formations il faut ajouter les transformations globales du groupe de symétrie U(1)p :

\PL — e_iR\PL ;
Upr— e Flp, (2.8)
Y— 3,

avec k € R, sous lesquelles le lagrangien (2.5) demeure également invariant.
On remarque que les transformations (2.6), (2.7) et (2.8) commutent mutuellement®. On
a dés lors déterminé le groupe des symétries continues du modéle sigma linéaire, & savoir le

groupe produit G = SU(2);, ® SU(2)r @ U(1)p.

4Sous forme matricielle, on a

> o+ imy  im + o " st o — T3 —4m — o
=1. . e = . . .
1My — T2 O — 173 —1m1 + T2 o+ 13

50On peut en outre établir des relations entre les paramétres de transformation des groupes SU(2)r et
SU(2)r d’une part, et SU(2)v et SU(2)a de autre. En comparant les lois de transformation (2.2) et (2.3)
aux lois de transformation (2.6) et (2.7), on montre que a; = 1/2(0F — 6F) et 8; = 1/2(6F + 6F).
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2.1.2 Brisure spontanée de la symétrie

Puisque le terme de masse des champs scalaires du lagrangien (2.1) est positif, la symétrie
du modéle sigma linéaire est brisée spontanément. Pour le secteur scalaire le lagrangien (2.1)
correspond point par point au lagrangien (1.5) avec N = 4 pour autant que 'on procéde a
I'identification (7, 0) = ¢;, @ variant de 1 & 4. On profite de ce rapprochement pour constater
I'isomorphisme existant entre les algébres de Lie de SU(2);, @ SU(2)r et de O(4). Le potentiel
peut étre minimisé, et le choix d’une configuration du vide ¢q, par exemple

(m,0)0 = (0,0,0,v) avec v=/p?/\, (2.9)

brise spontanément la symétrie O(4), le lagrangien n’étant plus explicitement invariant que
sous les transformations du groupe O(3). Ou encore : la symétrie SU(2)r, @ SU(2)g est bri-
sée spontanément, et seul subsiste le groupe d’invariance SU(2)y, sous-groupe diagonal de
SU(2) ® SU(2)Rr, qui mélange les pseudoscalaires 7r, lesquels ne sont pas affectés par la bri-
sure spontanée en vertu du choix du vide (2.9). Apreés brisure spontanée de la symeétrie, ces
bosons se trouvent privés de masse, et correspondent dés lors aux bosons de Goldstone associés
aux trois générateurs brisés du groupe O(4) (ou du groupe SU(2)r, @ SU(2)R).

En outre, la présence de fermions dans le lagrangien (2.1) du modéle sigma linéaire permet
d’illustrer I'une des derniéres conséquences de la brisure spontanée de la symétrie. Les fermions
ne sont au départ pas doués de masse, mais aprés brisure spontanée de la symétrie, lorsque le
champs ¢ développe un valeur moyenne dans le vide non nulle, le terme d’interaction fermions-
scalaires donne naissance & un terme de masse pour le doublet de fermions. En effet, lorsque
oc—o+v,ona—g¥(o+iT my)0 — —g, V(o +iT - wy5) ¥ — g, PP, et les fermions se
trouvent doués d’une masse®

m = gyv . (2.10)

2.2 Le Modéle Standard

Afin de préparer le rapprochement entre le modéle sigma linéaire et le Modéle Standard,
tachons de présenter en quelques lignes les caractéristiques fondamentales du lagrangien du
secteur vectoriel associé a l'invariance sous les transformations locales du groupe SU(2); ®
U(1)y. Avant brisure spontanée de la symétrie, ce lagrangien s’écrit

1 1
Ly = —§Tr(i¥“”3"w,) — ZGWGW ,

avec FH = OFWY — JPWH — ig[WH, W¥] ot WH = W7 /2 est un triplet d’isospin, tandis
que GH = O*BY — 0¥ B* ot B* est un singulet d’isospin. Les lois” de transformation de ces
isomultiplets sont données par

WH s UWRUT + Luarut (2.11)
g

1
B! BF — —9MA, (2.12)
g

5Dans le modéle sigma linéaire original, cette expression est appelée relation de Goldberger-Treiman (&
Pordre zéro) [20] et se réécrit my = g=nNnN fr, Ol my est la masse des nucléons, g-nvn la constante de couplage
pion-nucléons et fr la constante de désintégration du pion. Cette relation est en accord approximatif avec
Pexpérience puisque gxnn = 13,6 et mn/fx =~ 10. A Pordre suivant en théorie de la perturbation, lerreur est
ramenée a 10% [21].

"Pour le tenseur ¥V, la loi de transformation s’écrit F** — UFFUT.
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ot U € SU(2)r et ¢ € U(1)y ; g et ¢’ sont les constantes de couplage associées aux groupes
SU(2)r et U(1)y. On a donc construit un lagrangien invariant sous les transformations locales
du groupe SU(2),®U(1)y. Il s’agit maintenant de revenir au modéle sigma linéaire, d’en jauger
la symétrie (i.e. de la rendre locale), de la briser spontanément, et d’identifier le spectre de
masse obtenu & celui du Modele Standard. On étudie ensuite les secteurs vectoriel, fermionique
et scalaire du Modéle Standard & partir du modéle sigma linéaire.

2.2.1 Le modéle sigma linéaire jaugé

Si 'on considére lagrangien (2.5) du modéle sigma linéaire, et que I'on souhaite rendre la
symétrie SU(2)r, ® SU(2)g locale, il s’agit d’introduire deux triplets de bosons de jauge W',
et Wh, correspondant respectivement aux groupes SU(2)r, et SU(2)gr. Le couplage de ces
champs vectoriels aux champs scalaires s’obtient en remplagant dans (2.5) les dérivées 0%
par les dérivées covariantes

DFY, = 9FY — Z'gLWlIfE + Z'gREW% ,

ou Wi =W/ 7;/2 et Wi, = W 7;/2, avec les lois de transformation
W U, WEUT giLULaﬂUz , (2.13)
Wh —s UgWEUT, + giRURaMU; : (2.14)

ou Ur € SU(2)L et Ur € SU(2)R sont des fonctions de l'espace-temps. Or sous les transfor-
mations de ces mémes groupes, on avait ¥ — ULEU};. Il s’ensuit que D*Y +— UL(D“E)U;.
On conclut que le terme tr [(D,X)"D#¥] est bien invariant sous les transformations locales du
groupe SU(2)r, ® SU(2)r. On examinera le sort des fermions du modéle sigma linéaire en fin
de section.

Imaginons maintenant que le champ scalaire (neutre) o développe une valeur moyenne
dans le vide non nulle : (¢)¢ = v. La translation ¢ — o + v se répercute sur le champ matriciel
¥ — X+ 3y avec Xg = v- 1. On s’attarde alors sur I’élément D#3, présent dans le lagrangien
du modéle sigma linéaire jaugé aprés brisure spontanée de la symétrie. On remarque que
DHYg = —iv(gLI/Vf i gRWg Z) 7i/2. A partir de cette expression, on obtient le terme de masse
des bosons de jauge :

1 v’
Lyv = 2 [(DuZO)TD”EO} Y (9LWr; — nggi)Z :

Ceci nous permet de conclure que parmi les six degrés de liberté vectoriels que représentent
. . /J, :LL . . . ‘u‘ ‘u‘ .

les six bosons de jauge W; ', et W, les trois combinaisons g,W;, — grWp, sont massives,

tandis que les trois degrés de liberté restants ne le sont pas. Ces derniers correspondent aux

trois combinaisons grW}, + grWh,, orthogonales aux trois premiéres. On peut paramétrer

ces combinaisons & 'aide d’un angle de mélange, 6y, défini par la relation

tg Oy = 2 (2.15)
gr

Les termes de masse des trois combinaisons cos HWW}f ;, — sin OWW§ , S’écrivent alors
2 2
v 97

: 2
S o2 Oy (cos O W}, —sinOwWh,)"~ | (2.16)

Lyv =

les trois combinaisons sin HWWf ; +cos HWWg ;, demeurant non massives.
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2.2.2 Le secteur vectoriel du Modéle Standard

L’objectif étant de construire le Modeéle Standard a partir du modéle sigma linéaire, on
cherche & identifier les bosons de jauge de celui-ci aux bosons de jauge des interactions faibles.
On note que les trois combinaisons massives cos Oy W1 ; — sin HWI/Vg , correspondent aux trois
bosons de jauge massifs du Modéle Standard, et que parmi les trois combinaisons non massives
sin Oy W', 4 cos Oy W ., il convient d’en choisir une, et une seule (on prendra la troisiéme),
et de 'assimiler au champ du photon. Les deux autres combinaisons non massives ne sont pas
observées et doivent étre abandonnées. On parle de la brisure explicite (locale) de SU(2)g. On
a donc sz =W/ et Wg?, = B*, tandis que ng = WgQ = 0. En outre on écrira g7, = g et
gr = ¢'. Tenant compte de ces identifications, on réécrit le terme de masse (2.16) :

2 2
Ly = T {2+ W2+ g

: 2
3 Py (cos Oy W' — sin Oy BH)

1
= M WHrw, + S M2 7,

o WHH = 1/\2(W{ FiW}) et ZO# = cos Oy WL — sin Oy B* sont les bosons de jauge,
respectivement chargés et neutre, de masses My = gv/2 et My = gv/(2cos by ), tandis que
le photon A* = sin Oy W4 + cos Oy B* demeure le seul boson de jauge non massif. A I'ordre
le plus bas, on a la relation
_ My
M2 cos? Oy
La différence de masse entre les bosons W+ et Z9 provient essentiellement de la brisure explicite
de SU(2)r (c’est a dire du fait que 'on ne retienne que W, ; parmi les trois champs Wh,). La
manifestation de la brisure explicite de SU(2)r dans le secteur des fermions (voir sous-section
suivante et discussion en bas de la page 27) et I’électromagnétisme viennent accentuer cette
différence en corrigeant le parameétre p aux ordres supérieurs en théorie de la perturbation.
On a montré qu’on peut considérer le Modéle Standard des interactions électrofaibles
comme un modéle sigma linéaire jaugé, brisé spontanément, mais dont la symétrie SU(2)r
est explicitement réduite & l'invariance sous rotation autour du troisiéme axe dans ’espace
d’isospin droit. On constate effectivement que les lois (2.13) et (2.14) de transformation des
bosons de jauge du modéle sigma linéaire peuvent s’appliquer aux bosons de jauge du Modéle
Standard pour autant que l'on ne considére parmi les matrices Ur que les éléments du sous-
groupe U(1)g (C SU(2)r) engendré par le troisiéme générateur 73/2. On peut ainsi réécrire
les lois (2.11) et (2.12) de transformation des bosons de jauge du Modéle Standard :

p =1. (2.17)

Wi — U, WU + éULZ?“UT ,

BH —s f]RB“U; + ﬁff}z@“(}g ,
ou® Uy = exp(—ifFr;/2) € SU(2)L et Ug = exp(—iffir3/2) € U(1)z € SU(2)g sont des
fonctions réelles de 'espace-temps; et ou B* = BFr3/2. Avec ces notations et définissant

G = OFBY — 0¥ BH, le lagrangien du secteur vectoriel du Modéle Standard s’écrit

1 1
’C’V = _iTT(S:qu:;UJ) — ETT(SMVS/J,V) .

80n note I'identification de ces fonctions aux paramétres de jauge intervenant dans (2.11) et (2.12) : 6F = 6;
et 05 = A.
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2.2.3 Le secteur fermionique du Modéle Standard

Le terme cinétique des fermions est défini univoquement dans tous les modéles. Le terme
d’interaction fermions-scalaires du lagrangien du modéle sigma linéaire, invariant sous les
transformations du groupe SU(2);, ® SU(2)g, nous est donné par

Ly = —gy\IfLE\I/R + h.c.

ou I'abréviation “h.c.” désigne ’hermitien conjugué de la premiére partie du lagrangien. Cepen-
dant, si I'on s’en tient aux conclusions de ’analyse du secteur vectoriel du Modéle Standard,
on sait ne devoir conserver I'invariance du lagrangien que sous les tranformations de SU(2)r,
et sous les transformations de U(1)(3) C SU(2)g. Or I'élément Ur = exp(—if4ir3/2) du groupe
U(1)[3 commute avec le seul générateur 73/2. Dés lors, si I'on se remémore les lois de trans-
formation des champs ¥y, Wi et ¥ (page 17), la forme la plus générale du terme d’interaction
fermions-scalaires invariante sous les transformations du groupe SU(2)r @ U(1)3 s’écrit

Ly:—gy@LE(l—l—nTg)\PR 4+ h.e = _gd@Lq)dR_gu\T}L(i)dR + h.c., (218)

avec 1) un parameétre réel quelconque, g4 = (1 — ngy), gu = (1 4+ ngy), et ou O = irpy®*
et @ représentent respectivement la premiére et la deuxiéme colonne de la matrice Y. Cette
expression correspond au terme de Yukawa du lagrangien du Modéle Standard pour le secteur
des quarks. On vérifie en outre que ® et ® se transforment comme des doublets sous SU(2)r,
ie.

¢ +— Ur®,
<i>b—>UL<i>.

Avant de poursuivre et d’identifier (par isomorphisme) les groupes U(1)}3 et U(1)y il convient
de rappeler l'existence d’une autre symétrie abélienne U(1)p (2.8) n’agissant que sur les fer-
mions, et agissant de la méme maniére sur les fermions droits et les fermions gauches. On
peut dés lors identifier les transformations du groupe de symétrie U(1)y du Modéle Standard
a n’importe quelle combinaison des transformations de U(1)p et de U(1)f3; il suffit ensuite
de rendre ces transformations locales.

2.2.4 Le secteur scalaire du Modéle Standard

On vient de diminuer explicitement la symétrie du secteur vectoriel et du secteur de Yukawa
du modele sigma linéaire : on est passé du groupe SU(2)r ® SU(2)g au groupe SU(2)r ®
U(1)g ~ SU(2)L ® U(1)y, groupe de symétrie du Modele Standard. On tache d’en faire de
méme pour le secteur purement scalaire du modéle sigma linéaire. Considérons a cet égard le
lagrangien (2.5), dont on élimine les fermions :

1 2 A
Lg=tr (auzfaﬂz) + B (2*2) EEARE (z*z) . (2.19)

4 4 16
On peut comme précedemment reprendre les lois de transformation des champs sous SU(2)1, ®
SU(2)r, les adapter au groupe SU(2), ®@U(1)3], et finalement modifier le lagrangien afin d’ob-
tenir les couplages les plus généraux. Précisément, sous SU(2)r @ U(1)(3), la loi de transforma-

tion du champ matriciel ¥ devient 3 — ULE(}IT% ou Up, € SU(2) et Ug € U(1)[3- A nouveau,
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puisque Up = exp(—i04i73/2) commute avec le seul générateur 73/2, il est permis d’introduire
un facteur (14 n'73) devant les expressions 8HZT8“E et ©TY sans compromettre I'invariance’
sous les transformations du groupe SU(2) ® U(1)(3). Cependant, il est aisé de s’apercevoir que
tr[(1+7/'73) 0,102 ] = tr[9,8T0"S | et tr [(1+7/73) ©T8] = tr [ST], Vi € R. Autrement
dit, on ne peut préserver la symétrie SU(2)r @ U(1)3 du lagrangien (2.19) sans préserver du
méme coup la symétrie compléte SU(2)r, ® SU(2)g. Ceci signifie que dans le Modéle Standard,
aprés brisure spontanée de la symétrie SU(2)r, ® U(1)y — U(1)em, le lagrangien du secteur
scalaire demeure explicitement invariant sous les transformations d’un groupe de symétrie de
type SU(2), qu'on tente d’identifier ci-dessous. Cette symétrie est dite custodiale. Elle ne
concerne que le secteur scalaire du Modéle Standard. Elle disparait lorsqu’on considére des
secteurs scalaires plus complexes, ne s’inspirant pas du modéle sigma linéaire.
Reconsidérons le secteur scalaire du lagrangien (2.1), équivalent a (2.19) :
2
Lg= % ol + %%Uaua + %(02 + %) — 2(02 + )2, (2.20)
Si 'on compte 7 pour les trois premiéres composantes ¢ et o pour la quatriéme composante
¢4 d'un quadruplet (¢, ¢4), on retombe sur le lagrangien (1.5). On note alors I'invariance sous
les transformations
Ga — Oupydp (a et b variant de 1 a 4)

du groupe O(4) des matrices orthogonales, dont I’algébre de Lie est isomorphe a celle de
SU(2) ® SU(2)g. Aprés brisure spontanée de la symétrie, lorsque le champ o = ¢4 développe
une valeur moyenne dans le vide non nulle, il ne reste de cette symétrie que le sous-groupe
O(3) des transformations

¢i — Oij; (7 et j variant de 1 a 3)

manifestement équivalentes aux transformations (2.2), qui ne concernent pas le champ o. En
d’autres termes, la symétrie custodiale peut étre identifice a la symétrie O(3) ou SU(2)y
(dont les algebres de Lie sont isomorphes) du lagrangien (2.20), c’est-a-dire le lagrangien du
secteur scalaire du modéle sigma linéaire, ou encore le lagrangien du secteur scalaire du Modéle
Standard!?. Pour cloturer la discussion, on montre qu’il est possible de réécrire les lagrangiens
(2.19) et (2.20) sous une troisiéme forme, a 1’aide du doublet scalaire ® = (imy + 7y o — im3)?
introduit ci-dessus lors de 'analyse des interactions fermions-scalaires. On a

1 2 2
Lg= Eauqﬂa% + %qﬂ@ - % (<I>T<I>) . (2.21)

L’intérét de ce lagrangien réside dans le fait qu’il présente une symétrie manifeste identique a
celle du Modéle Standard avant brisure spontanée de la symétrie, a savoir SU(2)r ® U(1)y.
On a effectivement I'invariance sous les transformations!!

¢ — Ur® et P e 20 ,

91’assertion est valable quel que soit le type de symétrie envisagée : globale ou locale ; dans ce dernier cas,
il faut bien entendu substituer des dérivées covariantes aux dérivées usuelles.

Remarquons que le nombre de générateurs brisés dans le groupe de symétrie SU(2) ® U(1) du Modéle
Standard est identique au nombre de générateurs brisés dans le groupe de symétrie O(4) du secteur scalaire.
Il n’y a donc pas apparition de pseudobosons de Goldstone (bosons de masse nulle au tree-level, acquérant de
la masse aux ordres supérieurs en théorie de la perturbation) [22, 23].

"le facteur 1/2 dans I’exponentielle provient du choix de normalisation de '’hypercharge, i.e. la charge
associée au groupe U(1)y. L’hypercharge attribuée au champ scalaire ® vaut 1.
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avec U, € SU(2), et exp(—izA) € U(1)y. La part résiduelle de la symétrie du lagrangien
n’est pas manifeste ; il s’agit de la symétrie custodiale!?. Il suffit ensuite de rendre la symétrie
SU(2)r, @ U(1)y locale en remplacant les dérivées usuelles par des dérivées covariantes!3. Le
doublet ® est appelé doublet de Higgs.

2.3 Le secteur de Higgs

On a construit le Modéle Standard a partir du modéle sigma linéaire jaugé, brisé spontané-
ment, et explicitement privé d’une partie de sa symétrie. C’est-a-dire qu’on a fondé le Modéle
Standard sur le secteur scalaire du modéle sigma linéaire.

La démarche traditionnelle consiste a construire le Modéle Standard a partir des champs
fermioniques et vectoriels (non massifs), et de définir ensuite un systéme scalaire & méme
de douer ces particules d'une masse vraisemblable aprés brisure spontanée de la symétrie.
Dans cette optique, on peut considérer le lagrangien (2.21) du modéle sigma linéaire comme
lagrangien de base (ou lagrangien minimal) du secteur scalaire du Modéle Standard. Il est
effectivement indispensable, ne flit-ce que pour produire la masse des fermions, d’introduire
des représentations de SU(2)r, de dimension supérieure ou égale a 2, c’est-a~dire un ou plusieurs
multiplets de Higgs. Mais le lagrangien (2.21) est loin d’étre le seul & convenir.

On examine dans les paragraphes suivants les extensions possibles du secteur scalaire du
Modéle Standard, c’est-a-dire les systémes & deux doublets, & un multiplet quelconque, et a
deux multiplets. Les conclusions de ’analyse de ces systémes sont valables en toute généralité.

2.3.1 Modéle a deux doublets de Higgs

On considére le lagrangien d’un secteur scalaire impliquant deux doublets de Higgs, ®; et

®5. On a
1

Lsy = §(DH<I>@-)T(D“<I%) -V, (2.23)

ouV = —M?fblfbj + )\ijqu);rq)jq)};q)l avec ,u%j = ,u?i* et A\ijr = )\Z‘kji. (cette condition garantit

I'hermiticité du lagrangien). On ne s’appesantira pas sur I’expression de ce potentiel, dont la

forme générale peut étre sévérement contrainte & l'aide de symétries supplémentaires, discrétes

ou continues. Supposons toutefois qu’il soit tel que les doublets ®; et ®5 développent une

valeur moyenne dans le vide non nulle. La brisure spontanée de la symétrie se manifeste &

travers le choix d’un vide physique particulier, c’est a dire en redéfinissant les champs autour

d’une valeur moyenne dans le vide particuliére. En général, on écrit ®; — &; + ®;¢ avec

12Notons qu’il est abusif de prétendre que la part non manifeste de la symétrie se raméne identiquement
a la symeétrie custodiale (SU(2)v ou O(3)); en effet, une partie de la symétrie custodiale se trouve prise en
considération dans le groupe produit SU(2)r ® U(1)y, symétrie manifeste du lagrangien (2.21).

13En vertu du choix de normalisation de ’hypercharge, en général la dérivée covariante associée au Modéle
Standard s’écrit

D" = 9" —igWHT; — ig’%B“ , (2.22)

ou T; sont les représentants des générateurs infinitésimaux de SU(2)r et Y/2 le représentant du généra-
teur infinitésimal de U(1)y, tandis que W/ et B* sont les champs des quatre bosons de jauge du Mo-
déle Standard, dont les lois de transformation sont données respectivement par (2.11) et (2.12). On re-
marque en outre qu’en isolant la contribution du champ du photon dans la dérivée covariante (2.22) :
—i(gsin Ow T3 —ig’ cos Ow Y /2) A¥ = —igsin Ow (T5 + Y /2) A* ; on peut définir la charge électrique e et 'opéra-
teur @ (générateur infinitésimal du groupe U(1)em) : € = gsinfw et Q = T3 +Y/2. Ces relations caractérisent
lancrage de 1'électromagnétisme (U(1)em ) dans le Modeéle Standard (SU(2)r @ U(1)y).
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®;0 = (a; b;)" ot a;,b; € C pour i = 1,2. En soumettant le doublet ®; & une transformation
de SU(2)r, on peut éliminer la premiére composante a; ; une transformation U(1)y permet
ensuite d’éliminer la partie imaginaire de la deuxiéme composante b;. En d’autres termes, sous
une transformation convenable de SU(2)r, @ U(1)y, on a (aj by) — (0 v) et (az b2) +— (a b) ou
v € Reta,b e C. Il n’est évidemment plus possible d’agir sur le doublet @5, afin d’éliminer
a et la partie imaginaire de b, sans modifier la forme du premier doublet. Introduisant les
doublets redéfinis dans le lagrangien (2.23), on isole le terme de masse des bosons de jauge :

(D) (D) = T Faquye . grawgy? o 2w 4 o502
+ 294 a*b+ b*anBM
24’ —ia*b8—i— ib*aWQMBM
fogy = |‘;|2 — bf* WiB, .

La matrice de masse des bosons de jauge s’écrit alors

M2 0 0 d

0 M?2 0 ds

0 0 M? d; |~
di  dy dy M

M:

ol

1
M2 = 220+ Jaf? + b
12
2 9 2
M = ?M
1 /(% *
dy = 199 (a*b+b*a)
1 . * *
dy = Zgg'z(—a b+b*a)

1
dy = 799/ (= + [a* = [b[*)

On peut diagonaliser cette matrice symétrique & I'aide d’une transformation orthogonale. On
a le polyndéme caractéristique

(M2 = 0)? 02 = A (14 %/g%) M2 +1/4¢%a%?| =0,

qui accepte la solution double A = M? et deux solutions généralement non triviales. En d’autres
termes, les valeurs propres de la matrice M sont généralement non nulles. Ceci signifie que
dans un modéle & deux doublets de Higgs la brisure spontanée de la symétrie génére un terme
de masse pour les quatre bosons de jauge, le photon y compris. Le modéle a deux doublets
ne rend compte des phénoménes électromagnétiques tels que nous les observons que dans le
cas singulier @ = 0 (ou bien v = 0). Autrement dit, a la différence du modéle & un doublet de
Higgs, le modéle & deux doublets ne reproduit pas la théorie de I'électromagnétisme, & moins
que l'on ne contraigne le potentiel en exigeant la positivité de la matrice de masse des champs
scalaires pour la configuration du vide choisie. La conclusion est manifestement valable pour
les modéles a n doublets de Higgs, avec n > 2.
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2.3.2 Modéle a un multiplet de Higgs

Téchons de répartir les champs scalaires dans des représentations de SU(2)r, de dimension
supérieure & 2. On peut identifier' les représentations irréductibles de SU (2) de dimension p+1
aux tenseurs complétement symétriques de rang p définis par loi de transformation T2 —
Uusu l}-U CkTij k- o1t les matrices U sont les matrices 2 x 2 unitaires de déterminant unité, c’est-
a-dire les éléments de SU(2) dans la représentation fondamentale : U = exp(—i6;7;/2), 6; € R
pour ¢ variant de 1 & 3.

Il s’agit donc d’examiner les multiplets de Higgs ®®° a p indices [24]. Le cas p = 1
correspond au doublet (on a la loi familiere ®* = U%®?) et a déja été envisagé. Pour le
cas p > 1, on se contentera de considérer la symétrie de jauge SU(2)r. L’invariance sous
les transformations locales du groupe U(1)y ne sera requise que dans un deuxiéme temps. En
général, sil’on se remémore la loi (2.11) de transformation (W#)% — U‘;[(W“)ij+i/g(5ij8’*]U”b
des bosons de jauge SU(2)r, on montre que si ¢ U%UbjUCkCI)ijk“', alors (DF®)ebe
U%U%U‘Z(D“(I))ijk'“ pour autant que

(D,uq))abc... — 8#(1)0170-" _ ig <(Wu)aiq)ibc... + (Wu)bj@a]’c... + (W,u)ck(babk... + ) ) (2_24)

On peut alors construire le lagrangien invariant sous les transformations locales du groupe

SU(Q)L .

2 \ 2
Loy = (D), (DF@)™e + ol oo = 2l ame)” (2.25)

4

abe... abc

1
2
Imaginons que le multiplet ® développe une valeur moyenne dans le vide non nulle ®g telle
que seule la composante ®3?*+ = v différe de 0. Alors on a (DH®()?22 = —ipgl /2(—W}")v,
et les autres composantes de D#®( ne différent de 0 que lorsqu’un seul de leurs indices vaut
1, i.e. (DF®()'122 = (DFD()H 2 = (DH®)#21 = —igl/2(W{' — iWL)v. Aprés la translation
d — P4 P, les bosons de jauge acquiérent une masse. Dans le lagrangien, I'apparition de ces
masses se manifeste dans le terme

1
_(D/L(I)O)]L

1 1
: (D@0 = =p?gPo (WH)2 + cpg™? (W12 + (W)?] .

8

abc...

On observe donc qu’avant I'introduction du groupe de symétrie U(1)y, les masses des trois
bosons de jauge WZ-“ ne sont égales que lorsque p = 1, c’est-a-dire dans le cas du doublet.
Lorsque p > 1, ces masses différent par un facteur ,/p. Si 'on impose I'invariance du lagran-
gien sous les transformations locales du groupe U(1)y, alors il faut compléter 1’expression de
la dérivée covariante, ce qui revient & introduire dans Iexpression de (DF®()??2 le terme

supplémentaire —ipg'1/2BHv, et le terme de masse des bosons de jauge devient

1 2.9 9 . 9 1 99 2 2
mp g“v* (cos Oy W4 — sin Oy B*) —I—gpg v [(W{L) —I-(WQ“)] ,

avec tgly = ¢'/g ou ¢ est la constante de couplage associée a U(1)y. On peut enfin définir
les champs des bosons chargés W= et des bosons neutres Z° et 7, avec pour les masses

14 0On démontre cette identification en remarquant que si la contraction des objets transformeés (les tenseurs)
avec le seul tenseur numérique invariant sous SU(2), & savoir le tenseur antisymétrique & deux indices €qp,
s’annule, alors il n’existe pas de sous-espace invariant sous la tranformation. Il s’ensuit que les objets transformés
sont les tenseurs complétement symétriques.
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Myw = gv\/p/2, Mz = gup/(2cos Oy ) et M, = 0. La relation (2.17) s’en trouve modifiée :

2
. M2MW2 _ L (2.26)
scos?Ow p

Ceci signifie que 'on aboutit bien au résultat escompté, & savoir trois bosons massifs et un
photon non massif, mais la relation fondamentale (2.17) est considérablement perturbée et ne
correspond pas a la réalité expérimentale. En outre, la configuration du vide choisi (<I>8bc"' =0
sia=b=c=..=2et & = ( sinon) est tout a fait particuliére. Il est effectivement
impossible, en général, de ramener un tenseur symétrique quelconque a la configuration adoptée
a l'aide d’une transformation du groupe SU(2)r ® U(1)y. Montrons-le explicitement dans le
cas p = 2.

On peut écrire tout tenseur symétrique de rang deux comme le produit d’un tenseur de
trace nulle et du tenseur antisymétrique'®. Or les matrices de Pauli forment une base pour
les tenseurs de trace nulle sur le corps des complexes. On a donc, en toute généralité <I>8b =
(z - T)‘lieib, oll z = u + v est un vecteur complexe quelconque a trois composantes. Une
transformation du groupe U(1) appliquée a la matrice <I>8b correspond & la multiplication par
une phase exp(—iA) = cos A —isin A du vecteur z, c’est-a-dire a la transformation orthogonale
(u,v) +— (cos Au + sin Av, — sin Au + cos Av), laquelle peut étre choisie!® telle que u - v +—
w-v =0, i.e. telle que u et v deviennent orthogonaux. Il suffit ensuite de remarquer!'” qu’une
transformation du groupe SU(2) appliquée a la matrice @8b se raméne a une transformation
du groupe SO(3) appliquée aux vecteurs a trois composantes uw et v. A l'aide d’une telle
transformation, i.e. une rotation appliquée simultanément aux deux vecteurs orthogonaux u
et v, on aboutit au mieux & la configuration u = (a,0,0) et v = (0,b,0) ou encore ¢y, =
diag {a + b, —a + b} en général différente de celle dont on avait postulé I'existence ci-dessus, a
savoir & = diag {0, v}.

On peut enfin calculer le terme de masse des bosons de jauge en reprenant l’expression
(2.24) de la dérivée covariante limitée a deux indices (p = 2) et complétée par le terme
—i2g' %B”@“b provenant de 'invariance sous les transformations locales de U(1)y. On a

1 a
§(Du‘1>o)Tab(D“<I)o) ’
2
= g *(W{")? + g*a>(WH)? + ¢*(a® + b*)(WE)? + ¢'*(a® + b%)(B*)* + 4g¢ abW4'B,, .
La matrice de masse des bosons de jauge s’écrit alors
g’ 0 0 0
0 ¢%a® 0 0
0 0 g*(a®+b?) 294’ ab
0 0 2gg'ab  ¢'*(a2 + b?)

M=2

15Te tenseur T de rang 2 est symétrique si et seulement si tr (Te) = T%¢c. = 0, ie. si et seulement si le
tenseur S = T'e est de trace nulle. Inversement, le tenseur S de rang 2 est de trace nulle si et seulement si le
tenseur S = —See est de trace nulle, i.e. si et seulement si le tenseur 7' = —Se est symétrique (on écrit € pour
€ap €6 €71 = —¢ pour e“b).

161, condition tg 2A = 2u - v/(u? — v?) est nécessaire et suffisante.

"Sous une transformation de SU(2), on a ®§° — USUL®Y = USU%(z - )%™ = Ul(z - T)ikUTkjejb, ou
encore, en termes des vecteurs w et v : (u-7) +— U(u - 7)Ut et (v-7) — U(v-7)UT, ce qui entraine que
les normes u®> = —dét (u - 7) et v? = —dét (v - T) sont invariantes. Et 'on peut manifestement assimiler les
transformations de SU(2) a des rotations appliquées aux vecteurs u et v. On obtient en outre la matrice
de rotation Rs: définie par la loi de transformation d’un vecteur w quelconque : us = 1/2tr [1s(u - 7)] —
1/2tr [rsU(w - 7)UT] = 1/2tr [rsUreUT Juy = Rspus.
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et son déterminant dét M ~ ¢%¢’ 2a2p? (a® — b*)? ne s’annule que dans les cas particuliers a = 0
ou b =0 ou a = +b (ou encore lorsque ¢’ = 0, c’est-a-dire lorsque le boson de jauge U(1)y
n’est pas couplé au systéme de Higgs, et demeure non massif méme aprés brisure spontanée
de la symétrie). Autrement dit, en général, les valeurs propres de la matrice de masse M sont
toutes non nulles et les bosons de jauge tous massifs, le photon y compris.

Le tenseur ®® (p = 2) correspond & un triplet de Higgs (p + 1 = 3), mais les conclusions
obtenues peuvent étre généralisées au cas p > 2 : si 'on construit le secteur scalaire du Modéle
Standard & partir d’une représentation irréductible de SU(2)z de dimension supérieure a 2,
alors ’absence d’un terme de masse pour le photon, aprés brisure spontanée de la symétrie,
n’est pas assurée. En d’autres mots, seul un doublet de Higgs, lorsqu’il développe une valeur
moyenne dans le vide non nulle, permet d’obtenir automatiquement le spectre de masse des
bosons de jauge tel qu’il est observé. L’usage d’un multiplet de dimension p + 1 > 2 ne ga-
rantit le caractére non massif du photon que lorsque la configuration du vide entrainant la
brisure spontanée de la symétrie est drastiquement contrainte a la main. Ou encore, ’élec-
tromagnétisme tel que nous le connaissons n’est fidélement et naturellement reproduit qu’a
travers l'usage, dans le secteur scalaire du Modé¢le Standard, d’un doublet de Higgs.

2.3.3 Modéle a deux multiplets de Higgs

11 est également permis de combiner les deux extensions examinées (c’est-a-dire construire
le lagrangien du secteur scalaire & partir de plusieurs multiplets de dimension quelconque), et
d’arranger les valeurs moyennes dans le vide des différents multiplets de telle sorte que le photon
ne se trouve pas doué d’une masse et que la relation (2.17) demeure approximativement valable.
Mais les limites expérimentales sur la valeur de p sont tellement contraignantes que les rapports
de valeurs moyennes dans le vide permis seraient inexplicablement petits. A titre d’exemple,
considérons un secteur scalaire construit a partir d’'un doublet (p = 1) et d’un triplet (p = 2) de
Higgs, auquel on attribuerait respectivement les valeurs moyennes dans le vide vp et vp. Sil'on
reprend 'expression des masses des bosons de jauge (page 26) en sommant les contributions
dues aux deux multiplets, on a M3, = g(v} + 2v3)/4 et M%Z = ¢g*(v}) + 4v2) /(4 cos? Oy ), et
le parameétre p, au tree-level, s’écrit [25]

2 2 2 2
. M, :vD+2vTN _21)T
MZcos? Oy v + 402 v?)

L’erreur sur la valeur expérimentale'® de p, qui est de 'ordre de un pour mille, peut fournir
une estimation de la valeur maximale du rapport vr/vp, qui doit dés lors étre de l'ordre de
un pour cent.

80n a preécisé page 20 que la relation p = 1 (que V'on qualifiera plus loin de relation naturelle) est affectée
par des corrections radiatives (finies). Le terme dominant de ces corrections est da a la brisure explicite de
SU(2)r dans le secteur des fermions (gu # ga = Mmu # mgq). Dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs
on peut calculer 'expression du paramétre p corrigé par ce terme dominant [26, 27, 28] :

2 2,2 2 2 2

9 2 2 2mimj my g My
=14 —— ——=In(— ~1 2.27
P + 6412 M2, me + b m? —m? " (mg):| + 6472 M2, ’ (2.27)

ol 'on a ignoré les deux premiéres générations de quarks et les éléments de la matrice de Kobayashi-Maskawa
(introduite au chapitre suivant). Ces corrections sont petites (de l'ordre de un pour cent). Les contraintes
expérimentales sur la valeur de p sont généralement formulées en termes du paramétre po = M7, /(pM% cos® O )
qui cette fois n’implique plus que des quantités renormalisées [29, 30, 31]. Dans le Modéle Standard & un doublet
de Higgs, on a po = 1. Expérimentalement, on a po = 1, 0012"_’8:88?2 [32]. Cet accord remarquable laisse donc

peu de place aux multiplets de Higgs de dimension supérieure a deux.
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Conclusion

On a montré qu’en partant du modéle sigma linéaire, c’est-a-dire du lagrangien (2.5),
invariant sous les transformations du groupe SU(2); ® SU(2)g ® U(1)p; en brisant ensuite
explicitement une partie de SU(2)r, n’en conservant que son sous-groupe U(1)3 (i.e. en ne
conservant de SU(2)r que les rotations autour du troisiéme axe) ; en jaugeant enfin la symétrie
résiduelle SU(2), ® U(1)y, out U(1)y est une combinaison de U(1)p et de U(1)(3; alors on
aboutit explicitement au lagrangien du Modéle Standard'® que l'on brise spontanément de
SU(2)L @U(1)y a U(1)em. On parle d’'un modeéle a un doublet de Higgs.

On a étudié les extensions possibles du secteur scalaire du Modéle Standard. On a montré
que le recours & deux doublets de Higgs entraine généralement ’apparition d'un terme de
masse pour le photon ; ’apparition de ce terme peut étre évitée si I’on assortit le mécanisme
de Higgs d’une condition réduisant la taille de I’ensemble des vides possibles. Il en va de méme
pour l'utilisation d’un multiplet de Higgs de dimension supérieure & 2 : la brisure spontanée
de la symétrie fournit en général une masse au photon. Il convient a nouveau, si ’on souhaite
conserver un photon non massif, de restreindre le choix du vide & une classe particuliére?®. En
outre, I'introduction dans le secteur scalaire d’un multiplet de dimension p+1 > 2 modifie d’un
facteur p, & ordre le plus bas, 'expression pourtant vérifiée reliant la masse du W a la masse
du Z, comme le montre ’équation (2.26). Ces deux extensions ne paraissent pas satisfaisantes.
Seul le Modéle Standard & un doublet de Higgs reproduit fidélement et naturellement la théorie
de I'électrodynamique quantique [14].

®0On remarque que le modéle est incomplet dans la mesure ot 'on n’y a pas introduit les leptons. On y
reviendra plus tard (chapitre 6, section 6.3). La question des différentes générations de fermions sera traitée
au chapitre 3. Pour ce qui est de la chromodynamique quantique, il suffit de compléter le groupe de jauge du
modéle avec le facteur fort SU(3)c.

29Ce choix demeure naturel dans la mesure ot il est rendu possible pour un domaine continu des paramétres
du potentiel scalaire.



Chapitre 3

Relations naturelles

Les fermions du Modéle Standard sont classés en trois groupes. Ces groupes sont appelés
générations ou familles'. Dans chacune de ces générations, il y a deux quarks (& multiplier par
le nombre de couleurs) et deux leptons. On s’intéresse au cas des leptons au dernier chapitre,
section 6.3. Pour les quarks, on a les trois générations :

U c t
OENOENY

ou les quarks dits de type up (u, ¢ et t) possédent une charge électrique de +2/3 et les quarks
dits de type down (d, s et b) une charge électrique de —1/3. Les symétries du Modéle Stan-
dard, pour la plupart décrites au chapitre précédent, sont des symétries dites verticales?, parce
qu’elles agissent sur des multiplets qui appartiennent & une génération donnée. En d’autres
termes, elles agissent a I'intérieur d’une génération donnée, et elles agissent de la méme maniére
a l'intérieur de chacune des générations. Ces symétries contraignent I’expression des couplages
du lagrangien. Les contraintes sont parfois représentées sous la forme d’une relation entre dif-
férents paramétres du modéle. Ces relations sont dites naturelles parce qu’elles proviennent
naturellement, a ordre le plus bas (tree-level), de la présence d’une symétrie |33, 34, 35|. La sy-
métrie responsable de I'existence au tree-level d’une relation naturelle garantit sa survie a tous
les ordres en théories de la perturbation. C’est-a-dire que la relation peut étre radiativement
corrigée, mais ces corrections sont finies, et généralement petites. La relation p = 1, définie par
I'expression (2.17), est une relation naturelle. Le groupe de symétrie SU(2)r ® U(1)y, brisé
spontanément en U(1)e,,, est & 'origine de son existence, et la protége contre les corrections
radiatives divergentes a tous les ordres en théorie de la perturbation.

On définit les symétries horizontales comme les symétries agissant non plus & l'intérieur
d’une génération donnée, mais sur les générations. Si I'on considére le Modéle Standard a
trois générations, les multiplets de fermions associés & une éventuelle symétrie horizontale
compteront un, deux ou trois éléments. A Pexception du secteur de Yukawa (et du secteur
scalaire), le lagrangien du Modéle Standard est a priori invariant sous les transformations
de tous les groupes de symétrie horizontaux imaginables. En effet, avant I'introduction du
secteur de Yukawa, il est toujours possible de définir les champs de matiére de telle sorte
que les générations “ne se parlent pas”, c’est-a-dire de telle sorte qu’elles soient complétement

1 Jusqu’ici, seule la premiére famille de fermions a été prise en considération.
2Le terme vertical provient de ’habitude prise de représenter les différentes générations comme des colonnes
de particules.

29
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découplées. Quant au secteur de Yukawa, il introduit généralement et “inexorablement” les
mélanges entre les générations. Dés lors, si 'on impose 'invariance du lagrangien du secteur
de Yukawa sous les transformations d’un groupe de symétrie horizontal |36, 37, 38, 39, 40|, on
aboutit a I'expression d’une série de contraintes. Aprés brisure spontanée de la symétrie, les
matrices de masse héritent de ces contraintes. Celles-ci s’écrivent sous la forme de relations
entre les rapports de masse des fermions et les angles de mélange. A nouveau, ces relations
sont dites naturelles.

Ce chapitre est consacré a 1’étude des relations naturelles dans le secteur de Yukawa du
Modeéle Standard et de ses extensions, et plus particuliérement, des relations naturelles entre
les angles de mélange et les rapports de masse des fermions. Dans un premier temps, on intro-
duit le secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard. On présente ensuite les symétries
horizontales en toute généralité et on illustre leur utilisation dans un modéle particulier. En-
fin, on énonce et démontre un théoréme de blocage qui précise les conditions de succés de
I'utilisation des symétries horizontales [41, 42, 43, 40|.

3.1 Le secteur de Yukawa

On décrit le secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard & un doublet de Higgs et a
plusieurs doublets de Higgs. On s’attarde ensuite sur le modéle a deux générations de quarks,
dont on présente explicitement les parameétres. On généralise enfin ’étude au modéle a trois
générations de quarks.

3.1.1 Considérations générales

On souhaite décrire le secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard en général. On
sait que le modéle a un doublet de Higgs reproduit naturellement la théorie de 1’électrodyna-
mique quantique. On montre en outre qu’il entraine naturellement la conservation de la saveur
dans les courants neutres. Dans les modéles a plusieurs doublets de Higgs, la conservation de
la saveur dans les courants neutres doit étre imposée & l'aide d’une symétrie supplémentaire.

Modéle a un doublet de Higgs

On considére le lagrangien de Yukawa du secteur des quarks du Modéle Standard donné
par Uexpression (2.18). On le généralise & n familles de fermions. Au signe prés, on a

Ly =V Tdr® + \i’LPuuR(i) 4+ h.c., (3.1)

ou les couplages de Yukawa I'y et I'y, sont des matrices n X n arbitraires dans l'espace des
saveurs®. On rappelle* que ¥y, ® et & = in®* se transforment comme des doublets sous
SU(2)r. En outre, ¥, ur et dr sont des vecteurs colonne a trois composantes dans ’espace

3L’espace des saveurs est ’espace dans lequel vivent les différentes générations de fermions.
4On utilise les notations suivantes :

+ _ 0%
(i) (2 0 ()

ol ¢ est un champ scalaire complexe chargé et ¢° un champ scalaire complexe neutre.
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des saveurs. On réécrit le lagrangien (3.1) en termes des composantes de ces doublets :

Ly = arlgdro™ + CZLFddR(bO + CZRFLquﬁ* + JRFIIdL¢O*
+ urTyure®™ — dilyupe™ + ﬂRFLuL¢O — aplldret.

Le potentiel du lagrangien (2.21) du secteur scalaire du Modele Standard est tel qu’il provoque
la brisure spontanée de la symétrie. Le champ ¢° développe une valeur moyenne dans le vide
(#°)o = v non nulle. La translation ¢* — ¢° + v génére un terme de masse pour les fermions :

Ly = diMgdr + upMyug + JRMdeL + ﬂRMiuL,

ou M, 4 = vI'y, 4 sont les matrices de masse des quarks®. Ces matrices sont arbitraires. On peut
toutefois les bidiagonaliserS : UEMUU r =D, et VgMdVR = Dy, ou Uy, Ugr, Vi, et Vi sont
des matrices unitaires et D, 4 sont les matrices diagonales associées a la partie hermitienne
des matrices M, 4. On a jusqu’ici travaillée dans la base faible. Il s’agit de la base dans laquelle
le lagrangien est manifestement invariant sous les transformations du groupe de la symétrie
électrofaible. Afin de faire apparaitre les termes de masse sous leur forme diagonale, il est
nécessaire de procéder a un changement de base : on redéfinit les champs fermioniques de
telle sorte que ur, g — Ur rur.r et dr,gr — Vi, rdr, r. On parle de base physique. Aprés cette
transformation, on a pour L = Ly + Ljs -

L = u KDydre™ +  dpDgdr¢® + drDeK'up¢™ + drDadp¢*
+  arDyugpd®* — dpK'Dyur¢~ +  agDgur¢® — uagD KdpéT (3.2)
+  dpDgdp  + urDyug + drDldr, +  agDlup
ou la matrice unitaire K = UEVL est la matrice de mélange. Elle est responsable de la violation
de la saveur dans les courants chargés. On remarque en effet dans I'expression de Ly + L
que les couplages des termes ou interviennent les champs scalaires chargés ¢+ ne sont pas
diagonaux dans l’espace des saveurs. La matrice de mélange K intervient également dans
'expression du couplage des bosons de jauge W* aux quarks uy, et dy : aprés redéfinition
des champs de quarks, le terme d’interaction uy~v*d LI/V;r devient uy K ’y“dLWlf . On note par
contre l'absence de termes non diagonaux dans les couplages au champ scalaire neutre ¢°.
On la doit a la relation M, 4 = vI'y 4 qui garantit que M, 4 et I', 4 sont simultanément
diagonalisables. On parle de la conservation naturelle de la saveur dans les courants neutres.
Les quantités physiques (c’est-a-dire les quantités “mesurables”) du secteur de Yukawa
hadronique du Modéle Standard sont réunies dans les trois matrices D,,, Dy et K. Il s’agit,
respectivement, des masses des quarks de type up, des masses des quarks de type down, et des
paramétres de mélange. Ces quantités sont celles qui apparaissent dans le lagrangien lorsqu’il
est exprimé dans la base physique.

5Cette identité correspond 4 la relation (2.10) de Goldberger-Treiman pour le Modéle Standard.

50n utilise la décomposition polaire : soit M une matrice quelconque, alors il existe H hermitienne et W
unitaire telles que M = HW. Cette décomposition est toujours possible : MM est hermitienne et définie
positive ; elle est donc diagonalisable : UT(MMT)U = D?. On définit H = UDU' hermitienne ou D est une
racine carrée de D?. On définit W = H™'M et on montre qu'elle est unitaire : WW' = HF'MMTH™ =
H'UD?*U'H™' = H'UDU'UDU'H™' = H-'HHH " = 1. H peut étre diagonalisée : UTHU = D. Et M
est bidiagonalisée : UtHWW1U = U;MUR =D,oulUr =Uet Ugr = WU sont deux matrices unitaires. On
dit que H est la partie hermitienne de M.
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Modéle a plusieurs doublets de Higgs

Sil’on introduit plusieurs doublets de Higgs ®;, i € {1, ..., N} dans le contenu en particules,
alors le lagrangien de Yukawa du secteur des quarks du Modéle Standard & n générations de
fermions s’écrit :

Ly =V ®%dg + V&, ur + he., (3.3)

avec &1 = (¢ ¢?) et ou th g4 (@ variant de 1 & N) sont des matrices arbitraires. A nouveau, si
le potentiel scalaire est tel qu’il provoque la brisure spontanée de la symétrie et si ’'on suppose
que chacune des composantes ¢? développe une valeur moyenne dans le vide <¢?>0 = v; non
nulle et réelle, les translations qf)? — qb? + v; générent un terme de masse pour les fermions. Le
lagrangien L est identique, mais les matrices de masse sont cette fois définies par la relation
Myq = viFfL 4~ Des lors, en général, les matrices M, 4 et I‘Z 4 he sont pas simultanément
diagonalisablés. Et la diagonalisation des matrices de masse n'entraine plus la diagonalisation
des couplages aux champs scalaires neutres ¢?. On parle de violation de la loi de la conservation
de la saveur dans les courants neutres, ou encore de non conservation de la saveur dans les
courants neutres (Flavour Changing Neutral Currents).

La conservation de la saveur généralement observée dans les courants neutres plaide en
faveur de l'introduction d’une symétrie supplémentaire qui rétablirait le caractére simulta-
nément diagonalisable des matrices de masse et des couplages aux champs scalaires neutres.
On peut par exemple, dans le cas du Modéle Standard & deux doublets de Higgs, interdire a
I’aide d’une symmétrie discréte le couplage du premier doublet au champ dgr et le couplage
du second au champ ug. On aurait M, = le’}L et My = vgfgl. Naturellement, M, et Fi sont
alors simultanément diagonalisables, ainsi que My et F?l.

Dans le modéle & plusieurs doublets de Higgs, la matrice de mélange reste définie par
la relation K = U,TJVL otll, comme dans le modéle a un doublet, Uy, et V7, sont les matrices
unitaires qui diagonalisent les parties hermitiennes de M, et My, respectivement. Et de méme
que dans le modéle & un doublet, la matrice K apparait dans le terme d’interaction entre les
bosons de jauge W+ et les quarks ur, et dr, : ﬂLKv“dLWJ.

3.1.2 Modéle a deux générations

On a montré que les quantités physiques du secteur de Yukawa sont les masses des quarks
et les paramétres de mélange. Dans le modéle & deux générations de quarks, on a D, =
diag{my, m.} et Dy = diag{mg, ms}. Pour ce qui est du mélange, on sait qu’une matrice
n X m unitaire arbitraire peut étre paramétrée a l'aide de n(n — 1)/2 angles et n(n + 1)/2
phases indépendants. Dés lors, la matrice K, 2 X 2 et unitaire, compte 1 angle et 3 phases
indépendants. On l'écrit [44] :

1 cosf sinf el
etp —sinf cos6 etf) -

Or, si 'on ne tient pas compte de la chiralité, on constate que la matrice de mélange K
n’intervient dans le lagrangien du Modéle Standard que “coincée” entre les champs de quark
de type up et les champs de quark de type down. En outre, les termes du lagrangien ou la
matrice de mélange K n’intervient pas sont insensibles aux modifications de la phase relative
des champs de quarks. On peut dés lors définir la phase relative de ces champs de telle sorte
que la matrice de mélange K soit réelle et symétrique, c’est-a-dire que ’on peut absorber dans
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les champs des quarks d, s et ¢ les phases ¢ ®, €' et e~"?, respectivement. On a :

cosbc sinfc
K — . 9
—sinfg cosfO¢

ou O¢ est appelé angle de Cabibbo [45]. Les quantités physiques du secteur de Yukawa ha-
dronique du Modéle Standard & deux générations de quarks sont donc my,, m., mq, ms et
Oc.

Expérimentalement, la valeur de I’angle de Cabibbo peut étre obtenue a partir de la dés-
intégration faible des quarks d, s et ¢ (c’est a dire la désintégration faible des états liés dont
le quark le plus lourd est 1'un de ces trois quarks). On a sin ¢ ~ 0 ~ 0,22 (rad), c’est-a-~dire
Oc ~ 13" [32]. La question de la masse des quarks est abordée dans la sous-section suivante.

3.1.3 Modéle a trois générations

Dans le modéle a trois générations de quarks, on a D, = diag{my,m.,m;} et Dy =
diag{mg, ms, mp}. Pour la matrice de mélange K, il suffit & nouveau de considérer une matrice
3 X 3 unitaire quelconque, laquelle compte 3(3 — 1)/2 = 3 angles et 3(3 + 1)/2 = 6 phases
indépendants. On écrit [44] :

1 CoC3 283 Sqe 10 et
err ' —C183 — slsgcgd‘s cic3 — 5152536“‘S 51C9 etf ' ,
e’ $183 — 6182036“5 —8103 — 613233625 c1¢9 er

ol s; = sind; et ¢; = cos 6; pour 7 variant de 1 4 3. A nouveau, on peut absorber les phases e*®,
et e, e P et e777, dans les champs des quarks, et obtenir I'expression matrice de mélange,
dite matrice de Kobayashi-Maskawa' [46] :

CoC3 253 Sgefm
K=|—-cs3— 5152636“5 c1c3 — 5132536“S 51C9
5183 — C189C3€"0  —s103 — ¢18983€'0  cre9

Les paramétres 61, 65, 03 et § décrivent le mélange possible entre les quarks des trois généra-
tions. S’ils sont tous nuls, il n’y a pas de mélange. Si, par exemple, les trois derniers d’entre
eux sont nuls et le premier non nul, il n’y a de mélange qu’entre la deuxiéme et la troisiéme
génération. On note en outre que cette matrice n’est ni réelle ni symétrique. La phase €9
demeure présente. Contrairement & ce qu’il advient des éléments imaginaires dans le modéle a
deux générations de fermions, aucune transformation des champs de quark ne permet de s’en
débarrasser. En tant que seul élément complexe de la matrice de Kobayashi-Maskawa, cette
phase est responsable de la violation de la symétrie® C'P dans les interactions faibles [47]. Les

7On retrouve la paramétrisation standard de la matrice de Kobayashi-Maskawa, dont on a choisi de s’écarter
par souci de commodité, en procédant aux substitutions suivantes : #12 = 03, 023 = 61 et 013 = 02. La matrice
de mélange s’exprime alors [32]

X

C12€13 S$12C13 size”
is ié
K = | —s12¢23 — c12523513€ C12C23 — S12523513€ $23C13
is is
512823 — €12€23513€ —C12823 — $12€23513€ C23C13

8La symétrie C'P est définie par la combinaison de la symétrie C' (conjugaison de charge) et P (parité). En
vertu du théoréme C'PT qui assure l'invariance du lagrangien du Modéle Standard sous la combinaison des
transformations associées aux symétries C, P et T (renversement du temps), la violation de C'P implique la
violation de T', c’est-a-dire la violation de I'invariance sous renversement du temps.
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quantités physiques du secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard & trois générations
de quarks sont donc m,,, mc, my, mg, ms my, 61, 62, 03 et 4.

La détermination expérimentale de ces quantités constitue aujourd’hui I'une des grandes
sources d’activité de la communauté des physiciens des particules. Les quarks étant confinés®
a l'intérieur des hadrons et n’étant dés lors pas observables en tant que particules physiques
(c’est a dire que seuls les hadrons, états liés de quarks et/ou d’anti-quarks, sont considérés
comme particules physiques et observables), leur masse ne peut étre mesurée directement. 11
s’agit donc d’examiner les propriétés physiques des hadrons, et d’en extraire une estimation
de la masse des quarks qui les constituent. La masse des quarks lourds (m, > 1 GeV, échelle
d’énergie en dessous de laquelle la constante de couplage des interactions fortes devient trop
grande pour permettre I'utilisation d’un développement perturbatif) peut étre obtenue en com-
parant le spectre de masse des mésons (états liés constitués d’un quark et d’un anti-quark)
tel qu’il est mesuré et le méme spectre calculé en théorie de la perturbation. Les rapports de
masse des quarks légers (m, < 1 GeV) sont déterminés a I’aide des techniques développées en
théorie chirale, ol la masse des quarks, qui brise explicitement la symétrie chirale, est consi-
dérée comme une petite perturbation. Les régles de somme de la chromodynamique quantique
permettent enfin d’estimer 1’échelle globale des quarks légers. A la masse!® du Z (i.e. a I'échelle
d’énergie!! 1 = Mz ~ 91 GeV), on s’en rapportera aux valeurs suivantes [48] :

my = 2,332 MeV,  me = 677758 MeV my = 181 +13 GeV

mq = 4,690 MeV, mg = 93,4750 MeV,  my = 3,004 0,11 GeV .

Précisons qu’en raison des détours empruntés pour estimer ces valeurs, les barres d’erreur
qui leur correspondent sont importantes, en particulier pour les quarks légers. On note que ce
spectre de masse est caractérisé par une hiérarchie intergénérationnelle profondément marquée :
My K Me K my et mg <€ mg < my. C'est a la recherche de l'origine de cette symétrie que
s’emploient aujourd’hui bon nombre de théoriciens des particules. On remarque en outre que
my < Mg, contrairement & ce que I'on observe pour les deux autres générations. Cette relation
d’ordre en entraine une seconde, entre la masse mp du proton (uud) et la masse my du
neutron (ddu) : mp < my; laquelle est a lorigine de la stabilité du proton, c’est-a-dire des
conditions d’existence de la matiére atomique et moléculaire! A nouveau, l'origine théorique
de cette relation d’ordre demeure a ce jour inconnue.

Quant aux éléments de la matrice de Kobayashi-Maskawa, ils sont déterminés & partir de
'analyse de la désintégration faible des hadrons, et de I'étude des systémes oscillants K° — K°,
BY — B L’intervention des interactions fortes (hadronisation et corrections radiatives) dans

9Le confinement est une caractéristique propre aux particules sensibles aux interactions fortes, lesquelles
sont décrites par la chromodynamique quantique, c’est-a-dire par le facteur non abélien SU(3). dans le groupe
de symétrie du Modéle Standard. On peut montrer que la constante de couplage du groupe SU(3). est grande
a basse énergie (i.e. & grande distance), et petite & haute énergie (i.e. & courte distance). On parle de liberté
asymptotique. Cette propriété de la chromodynamique quantique suggére l’existence d’un phénoméne non
perturbatif & basse énergie (ou la constante de couplage est grande et pourrait “retenir” les quarks a lintérieur
des hadrons), que l'on identifie généralement au confinement.

My = 91,1876 £ 0,0021 GeV [32].

"La valeur d’un paramétre libre dépend de I’échelle d’énergie a laquelle il est considéré. On parle de la course
d’un paramétre. Dans le cadre de ce travail, pour pouvoir les comparer, il importe de considérer les masses des
différents quarks & la méme échelle d’énergie.



3.1. LE SECTEUR DE YUKAWA 35

ces différents processus limite la précision des évaluations. On a les estimations suivantes [32] :

s3 = 0,2229 + 0,0022 (~ sin ) ,
s1=0,0412 £ 0,0020 ,

s5 = 0,0036 % 0,0007 ,

§ = (1,02 £ 0,22) radians = 59" & 13°

3.1.4 Violation forte de CP

En tant que seule contribution imaginaire a la matrice de Kobayashi-Maskawa, la phase e*°
est apparamment 'unique source de violation de C' P dans le secteur électrofaible. Cependant,
une analyse approfondie de la structure du vide en chromodynamique quantique indique qu’il
existe dans le Modéle Standard une autre source de violation de C'P [49]. Elle se manifeste
a travers le paramétre fg (strong 0) qui définit, en chromodynamique quantique, un état du
vide invariant de jauge. On peut en outre montrer [50] que le secteur de Yukawa contribue
explicitement & la valeur de fg, & raison de n, fois le paramétre a de la transformation axiale
qr = e /2 associée aux transformations ur, R — Ur rur retdyr— Vi rdr r nécessaires
a'la diagonalisation des matrices de masse, ng étant le nombre de saveurs impliquées. On
a immédiatement que o = (1/ng)argdét (M, My). Dés lors, la contribution du secteur de
Yukawa au paramétre g, notée!'? Oorp, s'écrit grpp = argdét (M,M,). Si 'on revient a
la décomposition polaire (évoquée en bas de la page 31) qui permet d’exprimer une matrice
arbitraire M comme le produit d’une matrice hermitienne H et d’une matrice unitaire W :

M=HW,

on note que les deux parameétres susceptibles de provoquer une violation de CP, c¢’est-a-dire §
et Ogrp, proviennent de deux secteurs distincts des matrices de masse des quarks. En effet, ¢
disparait si H,, et Hy sont réelles (symétriques), tandis que g p disparait lorsque W, et Wy
sont réelles (orthogonales).

Précisons que 'existence du paramétre g dans le Modéle Standard entraine pour le neutron
I’apparition d’un moment dipolaire électrique important ; or ce moment n’est pas observé; les
contraintes expérimentales sont donc sévéres et confinent fg aux valeurs inférieures a 1010
[51, 52].

Pour expliquer la petitesse de g, différents mécanismes ont été invoqués. L’un d’entre eux
[53, 54| implique l'existence d’une symétrie chirale U(1) 4 responsable de ’annulation pure et
simple du paramétre fg. Or on sait que la symétrie U(1)4 est intrinséquement brisée par la
présence d’instantons [55]. Dés lors, le boson de Goldstone pseudoscalaire, dit azion [56, 57],
provenant de la brisure spontanée de U(1)4 développe une masse de quelques dizaines de KeV.
On parle d’un pseudoboson de Goldstone (voir chapitre précédent, en bas de la page 22). Cette
particule n’est pas observée, et le mécanisme est donc exclu, bien qu’en modifiant ’échelle de
la brisure spontanée, on puisse éventuellement réduire la masse de ’axion et le rendre prati-
quement “invisible” (ces tentatives se heurtent toutefois aux contraintes cosmologiques). Un
deuxiéme mécanisme, développé dans le contexte des théories de grande unification (voir cha-
pitre 4), entraine également 'annulation de fg au tree-level [58, 59]. 1l s’agit ici de considérer

20n a la décomposition 8s = Ogcp + forp ; on utilise le sigle QFD (Quantum Flavor Dynamics) par
analogie avec le sigle QCD (Quantum ChromoDynamics). Les deux contributions 0gcp et Ogrp ne sont pas
indépendantes ; elles sont reliées entre elles par une transformation de phase.
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des modeles au sein desquels la symétrie C'P, imposée au lagrangien des interactions fortes
(i.e. 8gcp = 0 au tree-level), est ensuite brisée spontanément. Deux conditions affectant les
seuls couplages de Yukawa permettent alors d’assurer I'annulation au tree-level de Ogrp, et dés
lors de 6g [59]. Cependant, ces conditions impliquent l'existence de nouveaux fermions. Citons
encore un troisiéme mécanisme, qui s’illustre par son caractére minimal et par le lien qu’il éta-
blit entre les violations électrofaible et forte de C'P. Il s’agit de considérer le Modéle Standard,
augmenté d’un fermion lourd (gauche et droit) de charge —1/3 et singulet sous SU(2)r, et
d’un scalaire complexe, également singulet sous SU(2)r, [60, 61]. La symétrie CP, imposée a
tout le lagrangien (fg = 0), est ensuite brisée spontanément, ce qui donne lieu & I’apparition
d’une phase €9 dans la matrice de Kobayashi-Maskawa. En outre, 0orp, naturellement nul
au tree-level, acquiert par corrections radiatives une valeur non nulle et éventuellement com-
patible avec les données expérimentales. Les parameétres ¢ et 0grp proviennent tous deux de
la valeur moyenne dans le vide non nulle du singulet scalaire complexe. Notons que bien qu’il
soit minimal, ce modéle nécessite 'introduction d’un nouveau fermion.

Il s’agit donc de remarquer que dans le Modéle Standard tel que nous le considérons, c’est-
a-dire dans sa version minimale, ’annulation du paramétre #g — a tous les ordres en théorie
de la perturbation — ne peut provenir que de ’annulation de la masse de I'un des quarks, en
loccurence le quark up (le plus léger). En effet, Pannulation de I'une des masses des quarks
entraine I’annulation du déterminant du produit M, My et donc du parameétre Ogrp. La liberté
de phase qui en résulte implique également I'annulation de fg. On évoquera la question de
I'annulation de la masse du quark up dans le contexte des relations finies, au chapitre 6.

Terminons en précisant que de nombreuses questions demeurent ouvertes quant & l’exis-
tence ou & la nature de ce quatorziéme parameétre libre dans le secteur de Yukawa hadronique
du Modéle Standard.

3.1.5 Comnservation de la saveur dans les courants neutres

On a montré que la conservation de la saveur dans les courants neutres du Modéle Standard
a un doublet de Higgs est naturelle. Qu’en est-il de la réalité expérimentale 7 On peut imposer
de sérieuses contraintes sur la violation de la loi de conservation de la saveur dans les courants
neutres & partir de I’observation de la désintégration rare des mésons K, By et Bs. Ces mésons
sont respectivement constitués des paires d3 (et sd), db (et bd) et sb (et b5). A P'ordre le plus
bas en théorie de la perturbation, seuls les courants neutres permettent la transformation d’un
méson neutre en une paire lepton/anti-lepton. Or, si le quark et 'anti-quark du méson neutre
appartiennent & deux générations différentes, le courant neutre présidant a sa désintégration
viole nécessairement la loi de conservation de la saveur. Dés lors, la forte suppression observée
de ce type de désintégration plaide en faveur de l'inexistence de courants neutres violant la
loi de conservation de la saveur. Notons que si elles sont fortement supprimées, ces désinté-
grations n’en sont pas pour autant interdites. En effet, aux ordres plus élevés en théorie de la
perturbation, les diagrammes impliquant des courants chargés, tel
s w |.1+
— -

A Y ,

— A

d AT

contribuent a la largeur de désintégration du méson correspondant. Il est généralement possible
d’estimer ces contributions et de comparer les largeurs de désintégrations ainsi calculées aux
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largeurs mesurées. A titre d’exemple!®, pour les transitions de la premiére a la deuxiéme
génération, de la deuxiéme a la troisiéme, et de la premiére a la troisiéme génération, on a
respectivement les taux de branchement [62, 63, 64] :

Théorie Expérience
Br(Kp — pTp~) = (6,84+0,3)-107% | Br(K, — utp™) = (7,240,5)-1077
Br(Bs — putp™) = (3,4+£1,2)-107° | Br(Bs — ptpu~) < 2,6-107°
Br(By — ptp~) ~ 0(10719) Br(By — ptp~) < 8,6-1077

On observe l'accord remarquable entre théorie et expérience pour les transitions de la pre-
miére & la deuxiéme génération. Il est dés lors peu probable que ce genre de transition soit
suscitée par un courant neutre. Par contre, les limites qu’impose ’expérience sur les largeurs
de désintégration des mésons B en une paire muon/anti-muon sont supérieures aux largeurs
estimées dans le Modeéle Standard (c’est a dire en I’absence de courants neutres violant la loi de
conservation de la saveur). On ne peut donc pas rejeter avec certitude l’existence de courants
neutres qui susciteraient des transitions entre la troisiéme génération et les deux autres.

3.2 Symétries horizontales

Par opposition aux symétries verticales, agissant a l'intérieur de la premiére génération et
comptant chaque génération supplémentaire pour une copie de la premiére, les symétries hori-
zontales agissent sur les différentes générations et les mélangent entre elles. Elles ne concernent
que le secteur de Yukawa et le secteur scalaire de la théorie. En effet, le secteur de jauge du
Modéle Standard est par construction “vertical” et avant I'introduction du secteur de Yukawa,
il peut étre étudié séparément pour chaque génération. On montre que lorsqu’elle est imposée
au lagrangien du secteur de Yukawa du Modéle Standard, 'invariance sous les transformations
d’un groupe de symétrie horizontal entraine une particularisation de la structure des matrices
de masse. Cette particularisation entraine 'existence d’une (ou de plusieurs) relation(s) natu-
relle(s) entre les angles de mélange et les rapports de masse des quarks. On illustre les principes
généraux par un exemple simple et concluant, le modeéle de Wyler [40], dans lequel I’angle de
Cabibbo est une fonction naturelle des rapports de masse des quarks.

3.2.1 Généralités

On reprend 'expression (3.3) du lagrangien du secteur de Yukawa du Modéle Standard a
N doublets de Higgs ®; avant brisure spontanée de la symétrie :

Ly =0 ®T%dr + V& up + he. (3.4)

Outre les symétries de jauge, la symétrie F' la plus générale que présente le lagrangien £ ;5—Ly
(i.e. le lagrangien du Modéle Standard privé de son secteur de Yukawa) se manifeste a travers

+

BD’autres désintégrations, telle KT — w7 v, peuvent étre analysées [32]. Les conclusions sont similaires.
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les lois de tranformation des champs :

Uy — FrLVp,
ur — Fpug,
dr — Fidg ,
B — Fp]®;

ol les matrices unitaires F7,, Fiz et F]‘% agissent dans ’espace des saveurs, tandis que Fg est une
matrice N x N unitaire. L’invariance de Ly sous ces transformations conduit aux contraintes
suivantes :

FiTiFiFsd =T

u

FITYFiFe] =19

On constate que 'invariance du lagrangien du secteur de Yukawa sous les transformations d’un
groupe F' de symétrie particulier, dont Ff,, F'g, Fg et Fg seraient les matrices de représentation
pour les différents champs, conduit & ’existence d’une série de relations propres & contraindre
la structure des couplages de Yukawa 1”1;7 4- Aprés brisure spontanée de la symétrie, les matrices
de masse M,, 4 = UZ-FZ 4 héritent de ces contraintes. En fonction du choix du groupe F' et de la
loi de transformation des champs (c’est & dire des représentations irréductibles dans lesquelles
les champs sont rangés), ces contraintes influencent I’expression des valeurs propres et des
vecteurs propres des matrices de masse et, le cas échéant, se manifestent a travers ’existence
de relations entre les angles de mélange et les rapports de masse. Puisqu’elles trouvent leur
origine dans la présence d’une symétrie, ces relations sont naturelles.

De nombreux modéles ont été développés. Ils différent par le nombre de doublets de Higgs
considérés, le choix du groupe de symétrie, et le choix des représentations irréductibles dans
lesquelles sont rangés les doublets de Higgs et les fermions. Le groupe de symétrie horizontal
peut en outre étre jaugé et brisé spontanément. Dans la sous-section suivante, un modéle
particulier est examiné en détail.

3.2.2 Le modéle de Wyler

On consideére le Modéle Standard a trois doublets de Higgs et deux générations de fermions.
Il est invariant sous les transformations locales du groupe SU(3). ® SU(2)r, ® U(1)y (brisé
spontanément en SU(3), ® U(1)em). On considére en outre le groupe de symétrie horizontal
Ds [40]. 11 s’agit du groupe diédral, isomorphe au groupe symétrique S3, groupe discret fini. La
structure des représentations du groupe est examinée en annexe (page 95). Enfin, on considére
le groupe & deux éléments Zs. La structure du contenu en particule du Modéle Standard est
connue. Il reste de ranger les champs dans les représentations irréductibles des groupes Dg
et Zgy. Sous D3, pour les quarks droits et gauches, on a : ugr un singulet de la représentation
triviale; cg un singulet de la représentation alternée; (sp dg)” un doublet; (U7 ¥r9)T un
doublet, ot W71 et W75 sont les doublets d’isospin faible de la premiére et de la deuxiéme
génération, i.e. Wp1 = (ur dp)? et Wi = (cr sz)”. Pour les scalaires, on a : ® un singulet
de la représentation triviale; (®; ®3)7 un doublet, avec ®q, ®; et @5 trois doublets d’isospin
faible. Sous Zs, on a : ®y un singulet de la représentation impaire ; et tous les autres champs
vivent dans la représentation triviale.



3.2. SYMETRIES HORIZONTALES 39

Pour le secteur de Yukawa, a partir de ce contenu en particules, il s’agit maintenant d’écrire
le lagrangien général invariant sous les transformations du groupe SU(3).®@ SU(2),®@U(1)y ®
D3 ® Zs. Sous les transformations du groupe SU(3). ® SU(2), @ U(1)y, on a :

Ly=(Vr1 Vo) TY/dr\Po+ (Pr1 Yro)TL(dr\P1 + (V1 Uio) T2 dr)\ Do
SR SR SR

+(Up1 Uro) T8 (up\@o + (U1 Tro) TL (up\ @1 + (U1 ro) T2 (up) s ,
CR CR CR

ol les couplages de Yukawa Fg & Fi g €t Fi 4 sont des matrices 2 x 2. On montre en annexe
(pages 91-93) qu’'imposer I'invariance sous les transformations du groupe horizontal D3 ® Zs
revient & considérer les couplages de Yukawa suivants :

00 0 0 a b
0 _ 1 _ 2 _
wefo) meGn) me0),

0 0 0 0 ¢ 0
0 _ 1 _ 2 _
Ben) meGd ()

avec a, b, c € C. Le lagrangien du secteur de Yukawa du modeéle de Wyler s’exprime alors :
Ly = a(PL1up®s + Uroup®r) + b(Vp1crPs — Upacp®r) + c(VL1dr®s — Upasp®y) .

Apreés brisure spontanée de la symétrie, la composante neutre des doublets scalaires &, ®;
et ®9 acquiert une valeur moyenne dans le vide non nulle. On les note vy, v1 et vy et on les
choisit complexes par souci de généralité. Les matrices de masse

cv2 avy  bud
My = t M, =
d < cm) ¢ “ (av’f —but

sont diagonalisées. A partir des valeurs propres de ces matrices et de la combinaison de leurs
vecteurs propres, on obtient alors la relation naturelle [40]

2
1 MMy My M m% + m?
S

qui exprime ’angle de Cabibbo en fonction des rapports de masse des quarks. Si 'on considére
la limite m,, < m. et mg < myg, alors on a la relation approximative ¢ ~ mg/ms. La valeur
qui découle de cette prédiction, ¢ ~ my/ms ~ 0,05, est sensiblement différente de la valeur
expérimentale 6o ~ 0,22, mais elle n’est toutefois pas exclue dans la mesure ou elle sera
probablement modifiée par des corrections radiatives finies, et que 1’échelle d’énergie a laquelle
elle est susceptible d’étre valide n’a pas été déterminée.

On a montré que dans le Modéle Standard a deux générations de fermions et trois doublets
de Higgs, I'introduction de la symétrie horizontale D3 ® Zo permet d’obtenir une relation natu-
relle entre 'angle de Cabibbo et les rapports de masse des quarks. Le caractére naturel garantit
que la contribution divergente des corrections radiatives au membre de gauche de la relation
(3.5) est exactement compensée par la contribution divergente des corrections radiatives au
membre de droite.



40 CHAPITRE 3. RELATIONS NATURELLES

3.3 Théoréme de blocage

On a vu que le choix d'un groupe de symétrie horizontal et de la répartition des champs
du Modéle Standard dans les représentations irréductibles de ce groupe peut effectivement
conduire a 'existence d'une (ou de plusieurs) relation(s) naturelle(s) entre les angles de mé-
lange et les rapports de masse. Cependant, il existe un théoréme, dit théoréme de blocage, qui
montre que 'applicabilité d’un tel schéma est limitée aux modéles pour lesquels il n’y a pas
conservation naturelle de la saveur dans les courants neutres [41, 42, 43, 40|. On démontre ce
théoréme dans le cas du Modéle Standard & un doublet de Higgs. On en énonce ensuite une
version générale valable pour les modéles a N doublets de Higgs.

3.3.1 Modéle a un doublet de Higgs

On démontre le théoréme de blocage qui établit que ’ajout d’une composante horizontale
au groupe de symétrie du Modéle Standard & un doublet de Higgs et n générations de fermions
donne lieu & des angles de mélanges triviaux (€ {0,7/2}) ou indéterminés [41]. L'existence de
ce théoréme étaiera 'interprétation des résultats obtenus aux chapitres 5 et 6.

Si ’'on reprend les lois de transformation de la page 38 appliquées au Modéle Standard a
un doublet de Higgs ® (il suffit de remplacer la matrice Fg par une phase exp(ix) avec x € R),
et que l'on impose l'invariance sous ces transformations du lagrangien du secteur de Yukawa
correspondant, on a les contraintes

FIT,Fi = XD, (3.6)

FIT Fg = 7Ty, (3.7)
ou encore, puisque M, 4 = vy 4,

FiM,Fg = XM, , (3.8)

FIMaFE = ™My, (3.9)

Si l'on définit M, q = M, dMi 4> on obtient, en multipliant (3.8) et (3.9) a droite par leur
transposée conjuguée,

[Fr, My] =0, (3.10)
[Fr, Mg =0. (3.11)

Notons que la multiplication a gauche de (3.8) et (3.9) par leur transposée conjuguée entraine
que Mu,d = M;L aMy, q et F g’d commutent ; mais la matrice de mélange est insensible a la
diagonalisation de Mu, 4- Sil’on envisage une rotation du spineur ¥ dans 'espace des saveurs,
il est toujours possible de compter I'une des deux matrices M, ou My pour diagonale. Soit
M,. Alors, dans cette base, la matrice de mélange se rameéne a la matrice des vecteurs propres
de My. Il convient maintenant de distinguer deux cas de figure.

M, naturellement non dégénérée. M, est donc une matrice diagonale dont les éléments
sont tous différents. Les seules matrices Fy, capables d’imposer une telle non-dégénérescence, ou
encore, les seules matrices Fr, solutions de ’équation (3.10), sont dés lors également diagonales
(Fp, est complétement réductible et se décompose en une somme directe de réprésentations
unidimensionnelles ; autrement dit, il est interdit de ranger des quarks de saveurs différentes
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dans une représentation irréductible de dimension supérieure & un). En effet, (3.10) peut se
réécrire
Frij(mi; —mg;) =0,

sans somme sur les indices répétés. Or m%j # m2, pour i # j. Donc Fr;; = 0 pour i # j.
Utilisant (3.11), on reprend l'argument précédent pour affirmer que My ne peut étre que
diagonale par blocs (et non plus seulement diagonale, a cause de la dégénérescence possible des
¢léments de Fp,). On a épuisé I'information disponible dans (3.8) et (3.9) ; il reste de diagonaliser
My, et de remarquer que les éléments de la matrice de mélange (matrice unitaire des vecteurs
propres de M), s’ils ne sont pas indéterminés (diagonalisation des blocs arbitraires de My),
s’annulent. Les angles de mélange prennent alors 0 ou /2 pour valeur, ou sont indéterminés.

M, naturellement dégénérée. On s’attardera sur un modéle particulier. Les conclusions
seront générales. Imaginons quatre générations de quarks (u, ¢, t; et to pour le secteur up),
dont les deux plus lourds sont de masses identiques (m;, = my,). La matrice de symétrie Fy, a
méme d’imposer cette structure, ou encore, la matrice F7, solution de 1’équation (3.10), peut

se réécrire :
A0
(5 1)

avec A une matrice diagonale 2 x 2, et f, une matrice 2 x 2, représentation irréductible de
dimension 2 du groupe F', et donc telle que

[f,Al=0=A=al,

ou a € C, et ce pour une matrice A 2 x 2 arbitraire (lemme de Schur). Si 'on décompose la
matrice hermitienne My en blocs 2 x 2, i.e.

(My M
Md(MT M2>’

avec M et My hermitiennes, on peut décomposer a son tour la contrainte (3.11) :

L’équation [f, Ms] = 0 implique My = Sl avec 3 € R (i.e. M3 est un multiple de I'identité). En
outre, en multipliant & gauche la relation AM = M f par sa transposée conjuguée, et sachant
que A est unitaire, on obtient

[f. MM =0,

ie. MYM = i1 avec € R; ou encore M = Up ot U est une matrice unitaire. Alors,
AM = M f se réécrit
A-UfUNu=0,

ce qui entraine p = 0, puisque A = U fUT quel que soit ’élément du groupe F' représenté par
f, contredirait l'irréductibilité de f, elle-méme responsable de la dégénérescence naturelle de

M,. Donc M = 0. Et
(M O

avec, si 'on examine enfin la contrainte [\, M| = 0, M; quelconque ou diagonale, selon que
A est proportionnelle & 'identité ou non (i.e si la représentation A, réductible et réduite,
est dégénérée ou non dégénérée). Ceci démontre que I'angle de Cabibbo responsable de la
diagonalisation du bloc correspondant est soit indéterminé, soit trivial (i.e. ¢ € {0, 5}).
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3.3.2 Modéle a N doublets de Higgs

On généralise le théoréeme de blocage au Modéle Standard a N doublets de Higgs. Pour
N > 1, on a montré dans la sous-section 3.1.1 qu’il ne peut y avoir conservation naturelle de la
saveur dans les courants neutres que si elle est imposée a ’aide d’une symétrie supplémentaire.
A cet effet, la symétrie doit conduire a la simultanéité de la diagonalisabilité des N couplages
de Yukawa de chaque secteur (up et down). Puisqu’elle agit sur la structure des couplages de
Yukawa, cette symétrie est de nature horizontale. On en conclut que dans le Modéle Standard
a N doublets de Higgs avec N > 1, la conservation naturelle de la saveur dans les courants
neutres implique la présence d’'un groupe de symétrie horizontal, lequel contraint au surplus la
matrice de mélange du modéle. On a le théoréme suivant : dans le Modéle Standard & N dou-
blets de Higgs avec N > 1, s’il y a conservation naturelle de la saveur dans les courants neutres
et si les matrices de masse sont non dégénérées, alors la matrice de mélange est diagonale par
blocs et dans chaque bloc les éléments non nuls sont de modules identiques [43].

On ne démontre pas ce théoréme (il n’y sera pas fait référence par la suite dans la mesure
ou l'on se limite a 'analyse du Modéle Standard & un doublet de Higgs). On se contente de
remarquer que quel que soit le nombre de doublets de Higgs considérés, s’il y a conservation
de la saveur dans les courants neutres'?, il est impensable d’espérer obtenir de 1'utilisation
d’une symétrie horizontale une détermination des angles de mélange tels qu’ils sont observés.
En effet, dans le Modéle Standard a deux générations, la matrice de mélange compte deux
éléments non nuls de modules différents (sin 0" # cos 6¢7) ; dans le Modele Standard & trois
générations, elle en compte neuf. On en conclut que l'existence d’une symétrie horizontale de
nature a déterminer non trivialement les angles de mélange aurait pour signature une violation
de la saveur dans les courants neutres.

Conclusion

On a présenté le secteur de Yukawa hadronique du Modéle Standard. On a montré que dans
le Modele Standard & un doublet de Higgs, la conservation de la saveur dans les courants neutres
est naturelle. Dans le Modéle Standard & N doublets de Higgs avec N > 1, la conservation
de la saveur dans les courants neutres n’est naturelle que si elle est imposée & ’aide d’une
symétrie supplémentaire.

On a défini le concept de relation naturelle entre les angles de mélange et les rapports
de masse. On a montré que ce genre de relation peut provenir de l'existence d’une symeétrie
horizontale. On a illustré cette assertion a I’aide d’un exemple concret — le modéle de Wyler.

Enfin, on a démontré un théoréme de blocage qui affirme que dans le Modéle Standard a
un doublet de Higgs, I'utilisation d’une symétrie horizontale ne permet pas de déterminer non
trivialement les angles de mélange. De méme, dans le Modéle Standard & N doublets de Higgs
avec N > 1, §’il y a conservation naturelle de la saveur dans les courants neutres, alors il est
impossible de déterminer non trivialement les angles de mélange.

M“Notons que s'il y a violation de la saveur dans les courants neutres, mais que cette violation a lieu &
I'intérieur des limites expérimentales présentées en début du chapitre, alors il est impossible de conclure.



Chapitre 4

L’ordre dominant

Le lagrangien d’une théorie des champs comprend un certain nombre de paramétres libres!.
Ils sont dits libres parce qu’ils ne sont pas déterminés par le groupe de symétrie de la théorie.
En outre ils sont renormalisés. C’est-a-dire qu’ils sont affectés par des corrections radiatives qui
peuvent se révéler divergentes. On les utilise alors pour absorber ces divergences. A l'inverse,
un paramétre qui est déterminé par le groupe de symétrie de la théorie n’est pas libre. Il est
dit fize ou encore calculable [35]. S'il est calculable, il est nécessairement fini ou encore stable,
c’est-a-dire qu’il ne peut étre affecté par des corrections radiatives divergentes. Si un paramétre
apparemment libre de la théorie s’avére étre calculable, alors I’ensemble des paramétres libres
de la théorie s’en trouve réduit.

Une autre maniére de considérer la réduction du nombre de paramétres libres de la théorie
consiste & examiner les éventuelles relations qui les impliqueraient. On a vu au chapitre 3
qu’une relation est dite naturelle si elle est déterminée par le groupe de symétrie de la théorie
[33, 34, 35]. Une relation naturelle est nécessairement finie, c’est-a-dire que les corrections
radiatives qui I'affectent sont finies.

En forgant ’annulation de la partie divergente des corrections radiatives affectant un para-
métre apparemment libre, on établit une condition nécessaire a la calculabilité de ce paramétre.
Si l'on se limite au calcul a 'ordre un (c’est-a-dire [’ordre dominant ou encore 'ordre d’une
boucle), on aboutit a 'expression d’une contrainte qui, en général, détermine la valeur de
ce paramétre a 'ordre zéro (c’est-a-dire au tree-level). 11 s’agit alors de la seule valeur pour
laquelle le paramétre en question peut étre compté pour calculable. Si la théorie étudiée est
supposée décrire une quelconque réalité physique, cette valeur peut étre comparée aux données
expérimentales. Avec ou sans succés. Quoi qu’il en soit, 'objectif est ensuite de débusquer la
symétrie (ou “le principe de nature symétrique”’) a 'origine de cette éventuelle calculabilité.
On illustre ce raisonnement & l'aide d’un exemple simple. En électrodynamique quantique, la
masse m de ’électron est un paramétre libre. A 'ordre dominant, la contribution divergente
a la renormalisation de la masse s’écrit

A2
om ~ »@— ~ me2ln—2
n

1Si 'on considére le lagrangien comme une somme de termes invariants sous les transformations du groupe
de symétrie de la théorie, alors en général on compte autant de paramétres libres que de termes invariants
(a Pexception des termes cinétiques scalaires et fermioniques définis de telle sorte qu’ils n’introduisent pas de
paramétre libre dans la théorie).

43
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ol A est un cut-off, i une échelle d’énergie arbitraire, et ot la croix représente une insertion de
masse?. L’annulation de cette expression entraine la détermination de la masse de ’électron au
tree-level : m = 0. Du point de vue expérimental, cette valeur n’est évidemment pas admissible.
Mais & l’aide de ce simple argument perturbatif, on a montré que la masse de 1’électron ne
peut étre calculable que si elle est nulle. Dans ce cas, la symétrie sous-jacente est bien entendu
la symétrie chirale U(1)r ® U(1)g et la condition m = 0 est alors nécessaire et suffisante. La
premiére section de ce chapitre est consacrée a I’étude de calculabilité de 'angle faible dans le
Modéle Standard.

En forcant I'annulation de la partie divergente des corrections radiatives affectant une
relation arbitraire entre plusieurs paramétres apparemment libres, on établit une condition
nécessaire a la naturalité de cette relation. Si 'on se limite au calcul & 'ordre d’une boucle,
on aboutit & I'expression d’une équation différentielle aux dérivées partielles qui, en général,
détermine un ensemble de relations au tree-level. Toute relation naturelle entre les parameétres
en question appartient nécessairement & cet ensemble. La deuxiéme section de ce chapitre est
consacrée & l’étude de naturalité d’une relation arbitraire entre le rapport de masse et les
constantes de couplage dans un modéle de Yukawa a deux fermions.

Les approches développées dans ces deux sections mettent en évidence la puissance d’un
calcul & l'ordre d’une boucle?® dans une étude de calculabilité d’un paramétre ou de naturalité
d’une relation. Le calcul ne permet pas d’assurer que tel paramétre est calculable ; ou que telle
relation est naturelle. Il s’agit seulement d’affirmer que si tel paramétre est calculable, alors
sa valeur & l'ordre zéro doit étre telle; de méme, si telle relation est naturelle, alors, elle doit
appartenir & tel ensemble.

4.1 L’angle faible

On considére le Modéle Standard minimal, & savoir invariant sous les transformations
locales du groupe SU(3). ® SU(2);, @ U(1)y (brisé spontanément en SU(3). @ U(1)em), et
dont les contenus respectivement fermionique et scalaire se limitent a n générations de fermions
et un doublet de Higgs. On détermine les conditions de calculabilité de I’angle faible* [67, 68].
On cherche ensuite & identifier la symétrie responsable de cette éventuelle calculabilité. On
cloture la section en évoquant la question de la renormalisation des rapports de masse.

4.1.1 L’argument

L’angle faible 6y, tel qu’il a été introduit par la relation (2.15), mélange entre eux les
bosons neutres Wg’ et B, états propres d’isospin, pour former les bosons neutres Zg et A,
états propres de masse [12]. On se pose la question de savoir dans quelle mesure cet angle
peut étre considéré comme un paramétre fixe (par opposition a libre), ¢’est-a-dire fini & tous
les ordres en théorie de perturbation, et calculable. L’annulation des corrections radiatives
divergentes est une condition nécessaire. En particulier, les corrections radiatives a ’angle
faible proportionnelles au nombre n de générations de fermions doivent étre finies. Enfin,
parmi celles-ci, les corrections radiatives & une boucle doivent étre finies. Or cet angle est

20n a développé le propagateur fermionique en série autour du propagateur d’un électron de masse nulle.

3Le calcul a 'ordre d’une boucle trouve sa légitimité dans le développement en 7 des solutions de la théorie.

4Les tentatives de détermination de I'angle faible fondées sur I’annulation des corrections radiatives diver-
gentes préexistent a ce travail[65, 66].
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corrigé radiativement par le diagramme de polarisation du vide suivant :

4.1
Ap Zv ( )

On peut donc annuler les contributions fermioniques divergentes du diagramme (4.1), et obtenir
une contrainte sur I’angle faible. A 'ordre d’une boucle, si 'on ne se soucie pas des parties
finies, on a

B Q(L — Qsin?Oy)
" Z M - " Z cos By sin Oy - (4.2)

fermions fermions

1— 8sin%0

v 4.3
cos By sin Oy " (4.3)

ot I, est la self-énergie du photon en électrodynamique quantique (dont la partie divergente
ne dépend pas de la masse du fermion qui court dans la boucle), et ou la somme porte sur
tous les fermions d’une génération. En reprenant ces résultats, on a donc pour ’angle faible :

A2
00w ~ n (1 — gsin2 HW> In F , (4.4)

ot A est un cut-off et p une échelle d’énergie arbitraire (on a délibérément omis le terme qua-
dratiquement divergent puisqu’il peut étre éliminé a I’aide d’un autre schéma de régularisation ;
on aurait cependant pu 'inclure dans ’équation (4.4) sans pour autant que le coefficient gé-
néral s’en trouve affecté). L’annulation de ces contributions divergentes revient a imposer la

contrainte [67, 68|
3

sin? Oy = 3 (4.5)
Cette valeur prédite, significativement éloignée de la valeur sin? 0y" ~ 0,23 mesurée a I'échelle
du Modele Standard [32], ne parait pas satisfaisante. On peut cependant s’interroger sur l’es-
sence méme de la démarche. Doit-on réellement s’attendre a obtenir ’angle faible tel qu’il est
mesuré a ’échelle d’énergie du Modéle Standard ?
Puisque par définition, I'angle faible 8y est le paramétre qui relie les constantes de couplage
g et ¢ des groupes SU(2)r et U(1)y, respectivement (tg6fy = ¢'/g), imposer la finitude des
corrections radiatives & ce méme angle revient a exiger ’existence d’une relation naturelle
entre ces constantes de couplage, ou encore, & exiger I'unification des couplages. En termes de
symétries, on devrait pouvoir réaliser cette unification en plongeant le groupe de symétrie du
Modéle Standard dans un groupe simple, plus vaste, appelé groupe d’unification®. On peut
alors imaginer que ce groupe unifie les constantes de couplage a une certaine échelle d’énergie,
supérieure a celle du Modéle Standard, et qu’il est brisé spontanément pour reproduire, a basse
énergie, le groupe de symétrie du Modéle Standard. De quel groupe pourrait-il s’agir 7 Parmi
ses générateurs infinitésimaux, il devrait compter au moins autant de générateurs diagonaux

5La simplicité du groupe d’unification garantit 'unicité de la constante de couplage. Cependant, ce groupe
pourrait n’étre pas simple, mais il devrait alors s’exprimer comme le produit direct de plusieurs groupes simples,
identiques, auquels seraient associées les mémes constantes de couplage a l’aide, par exemple, d’'une symétrie
discréte supplémentaire, telle la parité.
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qu’il y en a dans le groupe de symétrie du Modéle Standard. Or SU(3) en compte deux;
SU(2), un; et U(1), un. On dit que SU(3) est de rang 2; SU(2), de rang 1; et U(1), de rang
1. En d’autres termes, le groupe d’unification doit étre de rang supérieur ou égal & quatre. Le
plus petit groupe simple pouvant convenir est SU(5), de rang® 4. Il s’agit du plus petit groupe
de grande unification’.

4.1.2 L’origine

On considére le groupe SU(5) des matrices unitaires 5 x 5 de déterminant unité [70, 71].
Une matrice N x N unitaire arbitraire compte N? degrés de liberté; une matrice N x N
unitaire arbitraire de déterminant unité en compte N2 — 1. Dés lors, SU(5) compte 5% —
1 = 24 générateurs infinitésimaux indépendants. Ils sont hermitiens parce que les matrices
appartenant & SU(5) sont unitaires. Ils sont de trace nulle parce que les matrices appartenant
a SU(5) sont de déterminant unité. On les note

To avec a€{0,...,23} .

Les propriétés d’hermiticité et de nullité de la trace des générateurs demeurent valides quelle
que soit la représentation considérée. Ces 24 générateurs infinitésimaux forment une base pour
lalgebre de Lie de SU(5). Ils sont (ortho)normés de telle sorte que

tr (TQTB) = NR(SQB , (4.6)

ou Np est un coefficient qui ne dépend que de la représentation R considérée.

Afin de pouvoir plonger le groupe SU(3). ® SU(2)r, ® U(1)y dans SU(5), il faut veiller
a ce que les sous-groupes SU(3)., SU(2);, et U(l)y commutent mutuellement au sein de
SU(5). C’est-a-dire, par exemple, que les générateurs de SU(3). se comportent comme des
matrices unité ou des matrices nulles pour les générateurs de SU(2), et inversement. Dans
la représentation fondamentale de SU(5), qui est de dimension 5, on choisit donc de réserver
a SU(3). les éléments appartenant a la fois aux trois premiéres lignes et aux trois premiéres
colonnes; et & SU(2), les éléments appartenant a la fois aux deux derniéres lignes et aux deux
derniéres colonnes. On peut alors définir parmi les générateurs de SU(5) ceux qui sont associés
a SU(3)., c’est-a-dire 8 matrices 5 x 5 dont tous les éléments sont nuls sauf le bloc 3 x 3 situé
en haut de la diagonale, lequel correspond aux matrices de Gell-Mann Ay, ..., Ag divisées par
deux; et ceux qui sont associés a SU(2)r, c¢’est-a-dire 3 matrices 5 x 5 dont tous les éléments
sont nuls sauf le bloc 2 x 2 situé en bas de la diagonale, lequel correspond aux matrices de
Pauli 7 75 et 73 divisées par deux. On construit ensuite univoquement le générateur associé
a U(1)y : il s’agit d’'une matrice diagonale réelle; les trois premiers éléments de la diagonale
sont identiques puisqu’il commute avec les générateurs associés & SU(3).; les deux derniers
éléments de la diagonale sont identiques puisqu’il commute avec les générateurs associés &
SU(2)r, ; Pannulation de la trace et la condition (4.6) déterminent les deux paramétres de la
diagonale.

511 est aisé de s’apercevoir que le groupe U(N) compte N générateur diagonaux. Dés lors, le groupe SU(N)
en compte N — 1.

"La démarche engagée dans la sous-section suivante peut étre répétée pour le plus petit groupe simple
incluant les seuls groupes SU(2)r et U(1)y. On parle de petite unification. Ce groupe d’unification doit étre de
rang 2. Il s’agit donc de SU(3). On peut montrer que I’angle faible associé a SU(3) est tel que sin® Oy = 1/4
[69]. Cette valeur n’annule I’expression (4.2) que si 'on prend soin de ne pas compter les quarks (particules
colorées) dans la boucle, ou bien de les y remplacer par des fermions incolores, c’est-a-dire des leptons.
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On appelle T générateur diagonal associé a U(1)y ; Ty, Ty et T3 les générateurs asso-
ciés & SU(2)p ; et T11,...,T1g les générateurs associés a SU(3).. On ne s’attarde pas sur la
construction des 12 générateurs restant. On remarque que par construction les matrices de
Pauli (divisées par deux) et les matrices de Gell-Mann (divisées par deux) doivent satisfaire
a la condition (4.6). En outre, on note qu’'on dispose bien des 4 générateurs diagonaux de
SU(5) : T(), Tg7 T13 et T18.

Le générateur @) associé a la charge électrique est une combinaison linéaire des générateurs
diagonaux (parce que la charge électrique est un nombre quantique additif) “non colorés”
(parce que la charge électrique et la couleur sont insensibles I'une a l'autre), a savoir Ty et T5.
On sait qu’au sein de SU(2)r, @ U(1)y, on a Q = T3 + Y/2 (voir note en bas de la page 23).
Or T35 a été choisi tel qu’il ait la méme norme au sein de SU(2)y, et de SU(5). Dés lors, au
sein de SU(5), on a Q = T3 + ¢TI ot ¢ € R est tel que

Y/2=cTy. (4.7)

La dérivée covariante correspondant au groupe de jauge SU(3). ® SU(2)r, ® U(1)y (pour
autant qu’elle soit considérée dans la représentation fondamentale de chacun des sous-groupes
de jauge) implique devant les champs de jauge les produits

Qs%a g%) et glg ) (48)
pour a € {1,...,8} et i € {1,2,3}, et ou gs, g et ¢’ sont les constantes de couplages asso-
ciées aux groupes SU(3)., SU(2)r, et U(1)y, respectivement ; tandis que la dérivée covariante
correspondant au groupe de jauge SU(5) implique devant les champs de jauge les produits

g5Ta ) (49)

pour, entre autres, &« = 0, a« € {1,2,3} et @ € {11,...,18}, et ou g5 est la constante de
couplage associée au groupe SU(5). Identifiant univoquement les produits (4.8) et (4.9) dans
la représentation fondamentale de SU(5), et utilisant (4.7), on a
gp=9gs=g=cqg .
Sachant que I'angle faible fy est défini tel que tg 20y = ¢'/g = 1/c, i.e. tel que sin? Oy =
(1+c®)71, et remarquant que tr Q? = tr (T3 + ¢Ip)? = tr T4 (1 + ¢?), on a [72]
tr T2
.2 3
sin” Oy = . 4.10
W Q2 (4.10)
Ce résultat est indépendant de la représentation de SU(5) considérée, qu’elle soit irréductible
ou non. Il est donc a priori vrai pour la somme directe des représentations irréductibles dans
lesquelles vivent les fermions de la théorie. Dés lors, en sommant le carré des isospins de tous
les fermions de Weyl dont on dispose, et en rapportant le résultat a la somme des carrés de
leur charge, on obtient :

3
2.2

O = = .
s~ Ow 3

On a donc montré que la valeur de ’angle faible & I’échelle de grande unification correspond
a la valeur obtenue au terme d’un calcul & 'ordre d’une boucle au sein du Modéle Standard® .
On en conclut que I'étude de calculabilité de ’angle faible a porté ses fruit dans la mesure o,
sans hypothése préalable, elle a permis de déterminer la valeur de cet angle a 1’échelle d’une
éventuelle grande unification.

8Dans SU(5), a Pordre d’une boucle, en tenant compte de la brisure spontanée de la symétrie (analysée
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4.1.3 Remarque : les rapports de masse

Revenons un instant a la premiére sous-section, et notons que le résultat (4.5) demeure
valable, indépendamment, pour deux sous-ensembles de fermions courant dans la boucle du
diagramme (4.2), c’est-a-dire (pour ce qui concerne la premiére génération) 1’électron gauche,
le neutrino gauche et les trois quarks down droit d’une part, et les dix autres fermions du
Modéle Standard de I'autre”. Ceci nous permet de déterminer la maniére “minimale” dont il
conviendrait de ranger les fermions du Modéle Standard dans les représentations irréductibles
du groupe d’unification (méme si I'on ne connait a priori pas la dimension de ses représen-
tations), c’est a dire les cinq champs vy, er, df, dlj%, dy (ou 7, b, et v sont les trois couleurs
associées au groupe de symétrie des interactions fortes) dans une représentation de dimension
5, et les autres dans une représentation de dimension 10.

Une étude plus approfondie de la structure de SU(5) permet de déterminer l’ensemble
de ses représentations irréductibles (on les symbolise par leur dimension, en caractéres gras,
I’étoile désignant la représentation conjuguée) [70, 71] :

5, 5% 10*, 15, 15*, 24, ...

L’analyse du contenu de ces représentations en termes des représentations irréductibles du
groupe de symétrie du Modéle Standard conduit alors a la répartition des fermions (gauches)
du Modé¢le Standard dans deux d’entre elles :

vr er, (dR)S, (d%)%, (d%)°¢ —  5* et autres — 10

ou l'exposant ¢ désigne la conjugaison de charge, laquelle change la chiralité du champ auquel
elle est appliquée. Ce résultat correspond précisément a celui que 'on vient de déduire du
calcul & lordre d’une boucle!

Les théories de grande unification mettent les quarks et les leptons sur pied d’égalité.
Il est aisé de remarquer que la dérivée covariante correspondant au groupe de jauge SU(5)
fait intervenir, en plus du W, du Z et du photon, des bosons de jauge (appelés leptoquarks
et symbolisés par X) qui autorisent les transitions quark-lepton. Or, a I’échelle d’énergie du
Modeéle Standard, ces transitions sont interdites, et les leptoquarks sont invisibles. Il faut dés
lors que ces leptoquarks soient massifs, et lourds (bien plus lourds que les particules visibles
du Modéle Standard). C’est-a-dire qu’il faut que la symétrie soit brisée spontanément, et que
la valeur moyenne dans le vide associée & cette brisure soit élevée. Enfin, le caractére massif

dans la sous-section suivante) et en négligeant les contributions scalaires, on peut montrer que I'expression de
langle faible a I’échelle d’énergie p se rameéne a [73]

3 55a(u) In Mx
8 24w m

sin’ Oy = (4.11)

ot afp) est la constante de structure fine et ot Mx ~ 4 - 10" GeV est I'échelle de grande unification. A la
masse du Z (Mz ~ 91 GeV), équation (4.11) entraine que

sin” Oy ~ 0,22 .

Ce nombre, sensiblement proche de la valeur expérimentale sin? 03" ~ 0,23, confirme la potentialité de I'uni-
fication des constantes de couplages & ’échelle d’énergie Mx, et renforce la pertinence de I'argument & une
boucle destiné & étudier la calculabilité de I’angle faible.

9Pour effectuer I'évaluation en termes des spineurs de Weyl, il faut remplacer 75/2 par T3 dans I’expression
(4.2).
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mais visible des bosons de jauge du Modéle Standard requiert une deuxiéme brisure spontanée
de la symétrie, avec une deuxiéme échelle d’énergie (i.e. celle du Modéle Standard) :

SUB) = SUB®SUQLaUl)y = SUB)®UL)em -
Mx Mw

On peut montrer que le potentiel associé aux champs scalaires H;; de la représentation
adjointe (24) présente un minimum Hy = (H)p ~ Y, ou Y est le générateur de I'hypercharge.
Puisqu’elle est proportionnelle au générateur de I’hypercharge, cette configuration du vide
commute avec tous les générateurs du groupe de symétrie du Modéle Standard ; elle est dés
lors invariante sous les transformations de ce groupe. On observe par contre que tous les autres
générateurs sont brisés par le choix de cette configuration. La représentation adjointe convient
donc pour décrire la premiére phase de la brisure spontanée de SU(5).

Les fermions du Modéle Standard, rangés dans les représentations 5* et 10, ne peuvent
acquérir de la masse qu’a travers les bilinéaires

5*® 5% = 10* 3 15,
10 ® 10 = 5* G 45* & 50 ,
5*®10 =5 @ 45 .

Or il est impossible d’obtenir un singulet de SU(5) en multipliant aucun de ces bilinéaires
avec le multiplet 24. Les fermions du Modéle Standard demeurent donc non massifs lors de la
premiére phase de la brisure spontanée de SU(5) (ce qui est heureux dans la mesure ot la valeur
moyenne dans le vide associée a cette brisure entrainerait, pour rendre compte de la masse
des fermions telle qu’elle est observée, I'existence de couplages de Yukawa inexpliquablement
petits). Si 'on souhaite douer les fermions d’une masse a 1’aide d’un seul multiplet, il faut
recourir a la représentation 5 ou 45. On considére le schéma minimal qui implique cinq champs
scalaires ¢; rangés dans la représentation fondamentale (5). Alors, les couplages de Yukawa
des leptons'® chargés et des quarks de type down sont nécessairement identiques. Aprés brisure
spontanée de la symétrie, ces couplages donnent lieu & des matrices de masse identiques. On

a [70] :
@:1 mszl @:1
me ’ mu ’ m—,— )

Ces relations sont naturelles. Mais elles ne peuvent étre tenues pour vraies qu’a I’échelle d’éner-
gie de SU(5). On peut déterminer cette échelle d’énergie et faire courir les masses des fermions
jusqu’a une échelle de quelques GeV. On montre que pour les fermions lourds (i.e. appartenant
a la troisiéme génération), la course des masses introduit un facteur trois dans le membre de
droite [71] :

Mo 3.

me
A la masse du 7 (m; ~ 1,8 GeV), on aurait donc my, = 5,4 GeV. Ce résultat constitue 1'une
des plus remarquables prédictions de la théorie de grande unification minimale. Pour ce qui est
des fermions légers (i.e. les deux premiéres générations), les effets de la renormalisation a basse
énergie et I'imprécision dans la détermination des masses des quarks sont tels que la validité
de 'estimation des rapports de masse a ’échelle du Modéle Standard n’est pas assurée.

107 es leptons sont introduits au chapitre 6, page 70.
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4.2 Les rapports de masse

On considére le modéle (dit de Yukawa) impliquant un scalaire (réel) et deux fermions
massifs gouvernés par le lagrangien :

2
Ly= % 00") =V (9) + > {a(i @ — ma)tha — galatbadd} | (4.12)
a=1

avec V(¢) = p?/2¢% + O(¢%) et, en général, g; # go et m1 # ma. Les termes d’interaction
fermions-scalaire sont des couplages de Yukawa. On détermine les conditions de naturalité
d’une relation entre les paramétres libres du secteur fermionique du modéle. On cherche ensuite
a identifier la symétrie responsable de cette éventuelle relation naturelle.

4.2.1 L’argument

La partie fermionique compte quatre parameétres a priori libres et donc indépendants :
g1, g2, m1 et mo. On se pose la question de savoir dans quelle mesure la taille de I’ensemble
de ces paramétres libres peut étre réduite; autrement dit, on cherche & établir un critére
permettant d’obtenir une ou plusieurs relations entre ces paramétres. Pour étre acceptable,
une telle relation, définie au tree-level, doit demeurer vraie a tous les ordres en théorie de
la perturbation. C’est a dire qu’elle ne peut étre corrigée que par des quantités finies, et
généralement petites. On se propose de calculer les corrections radiatives divergentes a ces
paramétres, a I'ordre d’une boucle, et de déterminer I’ensemble des relations valides & la fois
au tree-level et a 'ordre d’une boucle. On précise d’emblée que s’il existe une relation valide
& tous les ordres, elle appartient nécessairement a cet ensemble. On note en outre que les
paramétres de dimension non nulle ne peuvent intervenir dans ces éventuelles relations qu’en
termes de rapports. Or ils sont au nombre de deux (mj et mg). On peut dés lors définir
r = my/mq et se contenter de considérer les trois paramétres r, g et gs.

On suppose donc 'existence d’une relation, au tree-level, entre  d’une part, et g; et go de
l'autre :

r=1(g1,92) - (4.13)

On exige la validité de cette relation a ’ordre d’une boucle, i.e.
T+ 0r =r(g1 + 91,92 + 092) , (4.14)

ou dr, dg; et dgo sont respectivement les corrections radiatives divergentes aux parameétres r,
g1 et go. Utilisant (4.13) on réécrit (4.14) :

or = g5g1 + ﬁ
992

. 4.1
aar 092 (4.15)

A lordre d’une boucle on calcule les corrections!! radiatives divergentes a chacun de ces

1 0On remarque que ces corrections sont indépendantes de la forme du potentiel V(¢) dans la mesure ou les
seules corrections radiatives a la fonction d’onde du scalaire proviennent du diagramme de polarisation du vide.
Les corrections radiatives & la fonction d’onde des fermions, au rapport de masse des fermions, et au vertex
fermions-scalaire ne font pas intervenir les couplages du potentiel scalaire.
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parameétres (annexe B, page 97) :

3
or=—r3 (gt = gD,

1
og1 = —915(59% +2¢3)D,

1
0go = —925(59% +2¢1)D,

oit D = (471)722/e est le facteur divergent (en régularisation dimensionnelle). Plongeant ces
expressions dans 1’équation (4.15), on aboutit a I’équation différentielle aux dérivées partielles

or

or
3r(gf — g3) = 30 (5g3 + 20193) + ——

092

La solution générale de cette équation, si elle existe, fait probablement intervenir une fonction
implicite arbitraire & un argument, c’est-a-dire une infinité de constantes d’intégration. Mais on
ne cherche pas a construire cette solution générale ; on se contente, pour le coup, de remarquer
que la relation

(595 + 29297 - (4.16)

g1
r= == 4.17
g2 ( )

est une solution particuliére de 1’équation (4.16). Ceci signifie que si cette relation est vérifiée
au tree-level, alors elle I'est également a ’ordre d’une boucle, a quelques corrections finies prés.
Autrement dit, les corrections radiatives & r ont la méme partie infinie que les corrections
radiatives & g1/go.

On vient de montrer qu’il existe une solution au probléme posé, a savoir : trouver une ou
plusieurs relations (entre r d’une part et g; et go de autre) qui demeurent valides a Iordre
d’une boucle. S’il advient que la relation (4.17) demeure valide & tous les ordres en théorie de
la perturbation, on la dira naturelle.

Il convient maintenant de s’interroger sur 'origine de cette éventuelle relation naturelle, de
débusquer le principe, la symétrie, ou la théorie sous-jacente responsable de son existence, qui
en garantirait la validité & tous les ordres, et permettrait de conclure qu’on est effectivement
parvenu a diminuer le nombre de paramétres libres du lagrangien (4.12). Or, dans le cas
présent, on observe qu’en termes des masses, (4.17) s’écrit my/ms = g1/g2, relation que 1'on
reparamétre sous la forme d’un systéme

mp =vgi,

4.18
ma = vg2, ( )

lequel décrit précisément le spectre de masse des fermions tel qu’il aurait été obtenu via brisure
spontanée de la symétrie, pour autant que l'on identifie v a la valeur moyenne dans le vide
du champs scalaire avant brisure spontanée de la symétrie. Mais de quelle symétrie pourrait-il
s’agir 7 De quel lagrangien pourrait-on partir, afin d’obtenir, aprés brisure spontanée d’une
symétrie qu’il reste a déterminer, le lagrangien (4.12)?

4.2.2 L’origine

On réécrit le lagrangien (4.12) pour des fermions non massifs, avec un potentiel V(¢) =
—12/2 ¢% + \/4 ¢* provoquant par sa forme la brisure spontanée de la symétrie :

2
LB = %augbaugb - V(¢) + Z {@Eai @dja - galﬁawa(b} . (4'19)

a=1
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On peut décomposer les spineurs 1), en leurs composantes gauche et droite : wazLac = (1+75)v4/2,
et réexprimer Lp :

2
Lp= % 90t —V(9) + Z {YariPar +Vari PVar — ga¥aLVa RO — Ja¥a RVaL D} -

a=1

Ainsi formulé, il est aisé d’en montrer 'invariance sous les transformations du groupe produit
So1, ® Sa R, ot Sy est le groupe symétrique & deux générateurs'? (on ne s’attarde pas sur la
symétrie SU(2)y que présente également le lagrangien Lp dans la mesure ou elle n’intervient
pas dans le raisonnement développé ci-dessous). Les lois de transformation s’écrivent

Y — SpYr,
YR — SRYR, (4.20)
¢ — SLSR®,

ou v représente a la fois iy et 1y, et avec S;, € Sar et Sp € Sog, ie. Sp,Sr € {1,—1}.
Lorsque le champ ¢ développe la valeur moyenne dans le vide v = /p2/\ non nulle et est
redéfini autour du vide physique, c’est-a-dire aprés la translation ¢ — ¢ + v, le terme de
Yukawa génére un terme de masse pour les fermions : —gazﬁam@ — —gaz/_;azpa¢ — ma@awa;
avec!3

Mg = VYq -

Valable pour a € {1,2}, cette expression entraine nécessairement (4.17). On remarque en
outre qu’aprés brisure spontanée de la symétrie, le lagrangien n’est plus invariant que sous les
transformations du sous-groupe diagonal de So;, ® SaR :

Y — SYr,
YR — SYr, (4.21)
¢ — &,

o S =S =Sg €85 CSyp® SR Ceci signifie que 'on peut aboutir au lagrangien (4.12)
en partant du lagrangien (4.19) dont on brise spontanément la symétrie

Sar, ® Sop — 52,

et la relation (4.17) est naturelle, c’est a dire qu’elle est générée par l'existence d’une symétrie
(So ® Sagr). Méme si elle est brisée spontanément, i.e. dissimulée, la symétrie continue de
protéger la relation contre les corrections radiatives divergentes.

12%est-a-dire le groupe des permutations de deux éléments, isomorphe au groupe Zo.

137] s’agit de l’analogue de la relation (2.10) dans le modéle sigma linéaire.
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Conclusion

Au terme d’un calcul & l'ordre dominant, on a déterminé la seule valeur potentiellement
calculable de I'angle faible. Cette valeur ne correspond pas & la valeur mesurée a I’échelle
d’énergie du Modéle Standard. On peut cependant I'associer & I'angle faible tel qu’il est calculé
lorsqu’on plonge le groupe de symétrie du Modéle Standard dans le groupe SU (5), c’est-a-dire
le plus petit groupe de grande unification. A partir de ’échelle d’énergie de grande unification,
ou 'angle faible est par définition calculable, on peut alors le faire courir afin qu’il atteigne sa
valeur expérimentale & ’échelle du Modéle Standard. 1l s’agit donc d’un exemple ou 1’étude
de calculabilité d'un parameétre, a ’ordre dominant, permet de mettre en évidence 'existence
d’une éventuelle symétrie plus contraignante & haute énergie.

On a montré ensuite qu’on peut partir d’'un lagrangien (dans ce cas-ci £ 4) comportant un
certain nombre de couplages a prior: indépendants, et déterminer un ensemble de relations
finies & 'ordre dominant entre ces paramétres. En outre, on a montré qu’il est possible (pour
ce modele particulier) d’associer au moins 'une de ces relations a Pexistence éventuelle d’une
symétrie, fit-elle dissimulée. Cette symétrie est alors responsable et garante du caractére
naturel de la relation en question. On dispose donc avec ce modéle d’un exemple de I'utilisation
fructueuse d’'un argument a l'ordre dominant, c’est-a-dire conduisant a la découverte d’un
principe (ici, une symétrie brisée spontanément) déterminant et expliquant le résultat obtenu
a l'ordre dominant!.

Le succés des approches présentées dans la premiére et la deuxiéme section de ce chapitre
fonde la raison de leur utilisation dans les chapitres 5 et 6, respectivement.

4Pprécisons que 'approche pourrait étre appliquée au modéle sigma linéaire, et conduirait & la mise en
évidence de la relation (2.10) de Goldberger-Treiman.
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Chapitre 5

Mélanges finis

Dans le Modéle Standard & deux générations de fermions, I’angle de Cabibbo 0o est un
paramétre libre. Cependant, ’abondance de paramétres libres émanant du seul secteur de
Yukawa ainsi que le succés phénoménologique de certains modéles (on songe par exemple a la
relation |74, 75, 76|

m
tg o ~ d
m

s

en accord avec l'expérience : \/md/ms ~ \/1/20 ~ 0,22) donnent & penser que l'on pour-
rait considérer ’angle de Cabibbo comme calculable ou, pour le moins, comme une fonction
naturelle des rapports de masse des quarks. Rappelons d’emblée la différence entre ces deux
propositions. A I'angle calculable on attribue un nombre pur, a I'image de ’angle faible dans
une théorie unifiée des interactions électrofaibles; on parle de mélange fini. Par contre, si
I’angle s’exprime en termes des rapports de masse des quarks, on parle de relation naturelle.
Du point de vue de la renormalisation, cette différence est capitale, puisqu'un nombre pur n’est
pas renormalisé (i.e. il ne peut étre affecté par des corrections radiatives divergentes), tandis
qu’une relation naturelle l'est, mais de la méme maniére pour chaque membre de 1’égalité [35].

Dans la premiére section de ce chapitre, on utilise les arguments développés au chapitre
précédent afin d’étudier la calculabilité de I’angle de Cabibbo dans le Modéle Standard & deux
générations de fermions et un doublet de Higgs [68]. C’est-a-dire qu’a l'ordre d’une boucle,
on force 'annulation de la partie divergente des corrections radiatives a 1’angle de Cabibbo.
De cette annulation dérive une contrainte qui détermine la valeur de l'angle au tree-level.
Le résultat obtenu est comparé a la thése du théoréme énoncé et démontré au chapitre 3,
section 3.3. La deuxiéme section du chapitre est consacrée & la généralisation de I'étude de
calculabilité aux paramétres de la matrice de Kobayashi-Maskawa dans le Modéle Standard a
trois générations de fermions et un doublet de Higgs. Enfin, a4 ’aide de I’expression de la seule
partie divergente des corrections radiatives aux angles de mélange, on examine les conditions
de possibilité d’un mélange partiellement (et naturellement) trivial (f; = 0 et 63 # 0 # 63) au
tree-level, et faible mais non trivial aux ordres supérieurs en théorie de la perturbation.

L’éventualité d’une ou de plusieurs relations naturelles entre les angles de mélange et les
rapports de masse des quarks dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs fera I'objet du
chapitre suivant.
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5.1 L’angle de Cabibbo

On consideére le Mode¢le Standard & un doublet de Higgs et deux générations de fermions.
Il est invariant sous les transformations locales du groupe SU(3). ® SU(2)r, ® U(1)y (brisé
spontanément en SU(3). ® U(1)ep,). On détermine les conditions de calculabilité de 'angle
de Cabibbo [68]. On cherche ensuite & identifier la symétrie responsable de cette éventuelle
calculabilité.

5.1.1 L’argument

L’angle de Cabibbo ¢ introduit dans la sous-section 3.1.2 décrit le mélange des champs
de quark exprimés dans la base physique. Il mesure les transitions possibles entre les quarks de
la premiére génération et les quarks de la deuxiéme génération. S’il est non nul au tree-level,
il est en principe renormalisé par des diagrammes du type :

u<>c, d,<>7s. (5.1)

On se pose la question de savoir dans quelle mesure les corrections radiatives a 'angle de
Cabibbo peuvent étre finies. Si elles sont finies, alors elles le sont nécessairement & ’ordre
d’une boucle. En combinant les contributions divergentes des diagrammes (5.1) calculés a
I'ordre d’une boucle, c’est-a-dire

ou les lignes pointillées sont des lignes de boson, on peut obtenir la contribution divergente
des corrections radiatives a ’angle de Cabibbo. On montre en annexe (page 103) que

2
00c ~ sinfg cosfc In ? , (5.2)

ol A est un cut-off et p une échelle d’énergie arbitraire. ’annulation de ces corrections diver-
gentes revient a exiger! que

sinfc =0 ou cosfc =0, (5.4)

c’est-a-dire un mélange trivial (0c € {0,7/2}). Ce résultat, trés éloigné de la valeur expéri-
mentale sin ngp ~ 0,22 [32], doit étre écarté. Par analogie avec I’angle faible, on peut toutefois
s’interroger sur 'origine d’un tel mélange, et chercher & savoir s’il n’est pas la manifestation
d’une éventuelle symétrie, présente a une échelle d’énergie supérieure a celle du Modéle Stan-

dard.

'A Tordre d’une boucle, 'expression exacte de la partie divergente des corrections radiatives a 1’angle de
Cabibbo s’écrit :
mZ +my mi +mg

2

2 24|
u c 9 9 3 5.3
mZ e (my —mg)| sinfc cosOc (5.3)

00c =€ (m5 —m2) +

m2 —m?

avec € = 3/(8v*n?) In A?/u?, ol v est la valeur moyenne dans le vide du champ scalaire. Pour des masses non
dégénérées, on remarque que le coefficient entre crochets est toujours différent de zéro.
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5.1.2 L’origine

Au tree-level, 'absence de mélange (0c € {0,7/2}) entre deux générations de quarks
trahit ’existence d’une symétrie supplémentaire, de type horizontal, qui interdit les transitions
intergénérationnelles (le cas 8¢ = /2 est équivalent au cas fc = 0 dans la mesure ou 'on
permute les quarks u et ¢ ou bien les quarks d et s). On remarque effectivement qu’avec K =1
le lagrangien (3.2) est invariant sous les transformations

u— e Ml c—— e "2c,

dr— e ™1, s — e 25

c’est-a~dire qu'il existe une symétrie U(1); pour chaque génération i de quarks considérée.
L’existence de ces symétries garantit ’absence de mélange a tous les ordres en théorie de la
perturbation. On peut dés lors conclure qu’avec un seul doublet de Higgs, il est impossible
qu’un mélange trivial génére un mélange non trivial par corrections radiatives, de méme qu’il
est impossible d’imaginer un angle de Cabibbo ¢ nul courir pour atteindre une valeur non
nulle & basse énergie.

Le mélange (5.4) peut donc effectivement provenir de I’existence d’une symétrie horizontale,
c’est-a-~dire U(1);®U(1)2, laquelle détermine trivialement I’angle de Cabibbo. Ajoutons que de
ce point de vue, les deux symétries U(1); sont équivalentes a n’importe quelle autre symétrie,
pour autant que chaque génération de quarks soit rangée dans une représentation abélienne
non triviale différente. Ce résultat est en accord avec le théoréme de blocage démontré au
chapitre 3 qui établit qu’il est impossible d’obtenir une détermination non triviale de ’angle
de Cabibbo dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs a ’aide d’une symétrie horizontale
[41]. C’est-a-dire que le théoréme de blocage est non seulement retrouvé, mais il est en outre
généralisé a tous les mécanismes possibles et imaginables destinés, sans augmenter le contenu
en particules du Modéle Standard, a déterminer théoriquement I’angle de Cabibbo. En effet, le
résultat obtenu au terme d’un calcul & ’ordre d’une boucle est indépendant du cadre théorique
dans lequel on chercherait & déterminer ’angle de Cabibbo.

5.1.3 Remarque : deuxiéme approche

On peut aboutir au résultat précédent sans calculer 'expression exacte d O¢ de la partie
divergente des corrections radiatives (a 'ordre d’une boucle) a I’angle de Cabibbo. On montre
en annexe (page 101) qu’a l'ordre d’une boucle, les parties divergentes des corrections radiatives
aux matrices de masse s’expriment?

M! =D, +¢[KD3K'D, — D3],
M/ =Dy +¢|[K'D2KDy — D3],

ot M/ et M/ sont les matrices de masse corrigée?, et ot € = 3/(8v%72)InA?/u%. Dés lors,
imposer I'annulation de la partie divergente des corrections a l’angle de Cabibbo revient a

?L’expression n’est vraie que dans la mesure ol seules importent les corrections radiatives a I'angle de
Cabibbo. C’est-a-dire qu’on a délibérément omis de calculer les corrections dues & 1’échange d’un gluon, d’un
photon, d’un Z°, ou méme d’un W transverse, lesquelles n’affectent pas 6¢. Les détails du calcul sont présentés
en annexe.

30n rappelle que

D, — May ’ Dy — mq ’ K — cqs Oc sin O¢ . (5.5)
Me M —sinf¢c  cosfc



o8 CHAPITRE 5. MELANGES FINIS

exiger que les vecteurs propres des matrices corrigées M, et M/ soient paralléles?. Autrement

dit, on demande que M/M/"T et MM " soient simultanément diagonalisables, c’est-a-dire
qu’elles commutent. On a

§0c=0 < [M/'M" MIMT=0.

Insérant dans le commutateur I'expression des matrices corrigées, on aboutit a la condition
suivante :

D2K'DZKD? — K'D2KD3D?2 + D2DJK'D2K + D}K'D2K D?
+KDiK'D2D% - D2AKD3K'D2 + D2KD3K'D2 — D:D2KD3KT =0. (5.6)

Cette expression est matricielle. Cependant elle provient de ’annulation d’un commutateur. Et
le commutateur de deux matrices hermitiennes est anti-hermitien. En outre, dans le Modéle
Standard & deux générations, la matrice de mélange K est réelle. Dés lors le commutateur
est anti-symétrique. Or une matrice anti-symétrique ne posséde qu’un degré de liberté. Donc
I'expression matricielle (5.6) se raméne & une expression scalaire (on choisit 'un des éléments
non diagonaux de lexpression). On effectue les produits matriciels et on utilise (5.5) pour
obtenir, enfin, une condition équivalente a I’annulation de (5.3) :

[(m2 —m2)*(m2 + m3) + (m2 — m3)*(m? + m)] sinfc cos O =0,

c’est-a~dire, pour autant que les masses soient non dégénérées, 0o € {0,7/2}.

5.2 La matrice de Kobayashi-Maskawa

On considére le Modéle Standard a un doublet de Higgs et trois générations de fermions.
Il est invariant sous les transformations locales du groupe SU(3). ® SU(2);, ® U(1)y (brisé
spontanément en SU(3). ® U(1)ep,). On étudie les conditions de calculabilité des parameétres
de la matrice de Kobayashi-Maskawa. On cherche ensuite & identifier la symétrie responsable
de cette éventuelle calculabilité.

5.2.1 L’argument

Comme dans le Modéle Standard & deux générations, les paramétres 01, 02, 03 et § de la
matrice de mélange mesurent les transitions possibles entre les quarks des trois générations.
S’ils sont non nuls au tree-level, & 'ordre d’une boucle ces paramétres sont corrigés par les
diagrammes du type :

u()t’ c()t’ d()s"" &1

“En effet, la matrice de mélange corrigée est donnée par I'expression K’ = U}, ' K'V/ ot U}, et V{ diagonalisent
respectivement M, et M. Imposer le parallélisme des vecteurs propres de M., et M} revient & demander que
U;, = Vi . Et cette identité n’est équivalente & K’ = K que lorsque U}, (ou V7)) et K commutent. En général,
deux matrices unitaires 2 X 2 ne commutent pas (le groupe U(2) n’est pas abélien). Cependant, on sait que K
est orthogonale, et I’'on peut se représenter que U, et V/ le sont aussi dans la mesure ou elles diagonalisent
des matrices symétriques. Or le groupe SO(2) des rotations dans le plan est abélien. On note que 'argument
ne tient plus dans le Modéle Standard & n générations de quarks lorsque n > 2.
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On cherche & déterminer ces parameétres de mélange tels qu’ils ne soient pas affectés par des
corrections radiatives divergentes. Autrement dit, on veut annuler les contributions diver-
gentes des corrections radiatives & 601, 05, 03 et §, afin d’obtenir sur ces mémes paramétres
une contrainte qui puisse les déterminer. Si ces contributions divergentes sont nulles & tous les
ordres en théorie de la perturbation, alors elles le sont nécessairement & ’ordre d’une boucle.
On combine un ensemble de diagrammes de type (5.7) évalués a l'ordre d’une boucle, i.e.

S R T S R O R T (5.8)
t d

et on calcule les contributions divergentes des corrections radiatives aux paramétres 6y, 6o,
O3 et 0, & savoir d 601, 002, 603 et 6 (annexe C, page 109 — ces résultats ont été obtenus
indépendamment par [77]). On observe que §0 est proportionnel & sind, et disparait pour
0 = 0. Si la matrice de Kobayashi-Maskawa est réelle au tree-level, elle le reste donc bien &
Iordre d’une boucle. En outre, on note que I'annulation de deux angles, par exemple 6 et 0o,
au tree-level, raméne ’expression des corrections au troisiéme angle a :

2 2 2 2
mg +my o 2y, Ms+mg o 2
003 = ¢ 7m§ — m% (m3 —m3) 7m; . (my, —mZ2)| sscs, (5.9)
S

ot € = 3/(8v%7?) In A? /2. Tl s’agit 1a de I'expression obtenue pour 6 f¢ dans le Modéle Stan-
dard a deux générations de fermions, comme le montre I’équation (5.3).

Annuler ces quatre expressions revient a résoudre un systéme de quatre équations {§ 6, =
0, 00 = 0, 003 = 0, §6 = 0} a quatre inconnues {61,03,03,0}. Mais la complexité des
équations rend la résolution fastidieuse, sinon impossible. Si I'on précise toutefois que les
solutions attendues sont des nombres indépendants des rapports de masse, alors on conclut
que les trois premiéres équations du systéme n’admettent pour solutions que des multiples
entiers de 7/2 (auquel cas la quatriéme équation doit étre abandonnée’). Il est ais¢ de s’en
apercevoir : il suffit pour cela de considérer dans chaque équation du systéme les carrés des
masses des quarks comme des vecteurs dont il faut annuler les coefficients. L’annulation de ces
coefficients conduit immédiatement au mélange trivial {sjc; = 0, s9co =0, szcg = 0}.

Cependant, si 'on tolére 'apparition de rapports de masses dans l'expression des para-
métres de mélange, le systéme ne peut étre résolu aussi rapidement. Un traitement numérique
partiel indique que les trois premiéres équations du systéme n’admettent & nouveau pour so-
lutions que des multiples entiers de 7/2, c’est-a-dire un mélange trivial. On dégage ’amorce
d’une preuve analytique de ce résultat. On suppose que les masses sont non dégénérées. On
peut dés lors affirmer, sans perte de généralité, que

My < Me < My, mg < mg < my.

5L’abandon de cette quatriéme équation ne pose guére de problémes dans la mesure ot Pannulation d’un
seul sinus ou cosinus dans la paramétrisation standard de la matrice de Kobayashi-Maskawa permet de se
débarrasser de la phase par absorption dans les champs de quark. La matrice de Kobayashi-Maskawa devient
réelle, et la quatriéme équation (6 § = 0) perd son sens.
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On peut obtenir 'expression de la deuxiéme équation (§ #; = 0) sous la forme :

2 2 2 2
my +m my +m
b 5 .2 b d 2 2 2.2 22
3262 2_m233 m2_ 2 3:| [mu_mcsl_mtcl]
b 5 b d
<0
>1
2 2 2 2
my +m m; +m
—[ L gcf—i- 5— Lst| [-mics —miss +mj]
my —my, me my
>0
>1
2 2 2 2
+m m; +m 9 9
+ sicica83c3 €086 - 5= - 4| (m2—mj)
m; —m ms — m3 | — —
b s b d
<0
>0

[ - -
2 2 2 2
me —m; My — Mé | ~— ———

l.e.
S9cy [...] +s1c10983¢3C0sd [...] =0.
~—~ ~~
<0 <0

Or, selon la paramétrisation standard de la matrice de Kobayashi-Maskawa, les trois angles
prennent valeur dans le premier quadrant. Les sinus et les cosinus de ces angles sont donc
positifs. S’il en allait de méme pour la phase, on aurait

§92C9 :0,

s1c1¢283c3¢c080 = 0,

et, utilisant les équations restantes, on aboutirait probablement aux résultats triviaux soup-
gonnés. Cependant, la paramétrisation standard de la matrice de Kobayashi-Maskawa autorise
la phase & prendre toute valeur comprise entre 0 et 2w. On ne peut donc rien conclure. Une
analyse compléte de ces quatre équations, pour autant qu’elle soit possible, conduirait & un ré-
sultat précis et déterminé quant a la valeur des angles et de la phase, dont il est vraisemblable
qu’il sera conforme aux prédictions numériques. C’est-a-dire angles et phases triviaux, et donc
absence de mélange. Si tel n’était pas le cas, les paramétres de mélange s’exprimeraient en
fonction des rapports de masse des quarks. Or par construction, a 'ordre d’une boucle, les
angles et la phase ainsi obtenus ne seraient pas affectés par des corrections radiatives diver-
gentes. Donc il en irait de méme pour leur expression en fonction des rapports de masse, ce
qui parait impossible puisque la renormalisation des rapports de masse n’a nulle part été prise
en considération (or elle fait intervenir un nombre de diagrammes plus élevé que la renormali-
sation des paramétres de mélange). La prise en compte de la renormalisation des rapports de
masse fera I’'objet du chapitre suivant.
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5.2.2 L’origine

Comme dans le cas a deux générations, le résultat obtenu est en accord avec le théoréme
démontré au chapitre 3, qui établit I'impossibilité d’obtenir une détermination non triviale
des angles de mélange dans un modéle & un doublet de Higgs. L’absence de mélange peut
étre corrélée a lexistence d’une symétrie de type U(1) pour chaque génération de quarks
(ou & toute autre symétrie horizontale qui agirait sur chaque génération de quark dans une
représentation abélienne non triviale différente). Cette symétrie garantit ’absence de mélange
a tous les ordres en théorie de la perturbation. A nouveau, il convient de préciser que les
conclusions relatives au résultat perturbatif obtenu dans cette section sont plus générales que
celles du théoréme de blocage démontré au chapitre 3 ; c¢’est-a-dire qu’elles s’étendent a tous les
éventuels mécanismes permettant de déterminer les paramétres de mélange, et non seulement
a l'usage des symétries horizontales.

5.2.3 Remarque : mélange radiatif

Un examen plus détaillé de I'expression (5.10) de la contribution divergente des corrections
radiatives & I'un des angles de mélange, 6o par exemple, permet encore d’illustrer la puis-
sance d’un calcul & 'ordre d’une boucle. La valeur mesurée de cet angle est proche de zéro :
sin s = 0,0029 & 0,0043. On imagine un modéle oul cet angle, au tree-level, est naturellement
nul (pour on ne sait quelle raison), et acquiert sa faible valeur par corrections radiatives®. S'il
est naturellement nul, I’absence de contre-termes nécessite ’annulation des corrections radia-
tives divergentes. En particulier, & 'ordre d’une boucle, ces corrections doivent étre finies. On
note dans un premier temps que 'annulation naturelle de 'un des angles de mélange force
I’orthogonalité de la matrice unitaire de Kobayashi-Maskawa, c’est-a-dire I’annulation de la
phase §. Donc dans ce cas : cosd = 1. Il suffit ensuite d’observer que § 65 ne s’annule pour
sin #s = 0 que lorsqu’au moins 'un des deux autres angles 61 ou #3 s’annule également. Autre-
ment dit : annulation naturelle d’un des trois angles de mélange force ’annulation naturelle
d’un deuxiéme angle de mélange, et I'on se retrouve en présence d’un mélange traditionnel,
de type Cabibbo, entre deux générations, la troisiéme étant complétement découplée. Par
exemple : sinfy = 0 force sinf; = 0 et seule demeure ’équation (5.9), laquelle fournit 1’ex-
pression de la contribution divergente des corrections radiatives a l’angle (de Cabibbo) 65 qui
mélange les deux premiéres générations. La troisiéme génération ne se mélange pas avec les
deux autres. Du point de vue des symétries, ceci signifie que tout ce que 'on peut faire, c’est
autoriser ou interdire 'existence d’un mélange entre deux générations, mais il est impossible
de contraindre le mélange en annulant isolément I'un des angles 6;.

5La proposition ne parait pas absurde dans la mesure ot 'annulation d’un seul angle ne supprime pas le
mélange entre les générations auxquelles on associe cet angle (pour 62, il s’agit de la premiére et de la troisiéme).
Dés lors, si le mélange existe, il y a de bonnes raisons de croire qu’il sera modifié par corrections radiatives,
générant de facto une valeur non nulle, finie, probablement petite, pour I'angle 2.
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Conclusion

On a déterminé les seules valeurs potentiellement calculables de ’angle de Cabibbo dans
le Modéle Standard a deux générations de fermions et un doublet de Higgs. Ces valeurs cor-
respondent & un mélange trivial et doivent étre rejetées. La symétrie responsable de cette
éventuelle calculabilité est horizontale. Son role se limitant & l'interdiction du mélange entre
les générations 1 et 2, elle peut se ramener au groupe produit U(1); ® U(1)2. Ce résultat
confirme le théoréme de blocage démontré au chapitre 3, qui établit qu’il est impossible d’ob-
tenir une détermination non triviale de ’angle de Cabibbo au sein du Modéle Standard & un
doublet de Higgs [41].

On a généralisé ces résultats au Modéle Standard & trois générations de fermions et un
doublet de Higgs : les seules valeurs potentiellement calculables des paramétres de la matrice
de Kobayashi-Maskawa correspondent & un mélange trivial. Il est & nouveau possible d’associer
a ce mélange une symétrie horizontale (U(1); ® U(1)2 ® U(1)3 par exemple), et la thése du
théoréme de blocage (chapitre 3) est confirmée [41]. En outre, on a montré qu'il est impossible
d’annuler naturellement 1'un des trois angles de mélange sans annuler du méme coup au moins
I'un des deux autres. La génération de 'un de ces (petits) angles par corrections radiatives est
donc exclue.



Chapitre 6

Relations finies

Au chapitre précédent on a obtenu les conditions nécessaires de calculabilité des angles
de mélange dans le Modéle Standard. On a vu que ces conditions sont incompatibles avec la
réalité expérimentale. On souhaite maintenant obtenir les conditions nécessaires de naturalité
d’une relation entre les angles de mélange et les rapports de masse des quarks. C’est-a-dire que
dans le Modéle Standard & deux générations de fermions, on cherche a savoir s’il est possible
d’établir une relation entre I'angle de Cabibbo et les rapports de masse. Cette relation est
définie au tree-level. Pour étre naturelle, elle doit demeurer valide & tous les ordres en théorie
de la perturbation. On parle de relation finie. En particulier, elle doit demeurer valide & 1’ordre
d’une boucle (on parle de relation finie & 'ordre d’une boucle). On se propose de calculer les
contributions divergentes des corrections radiatives a I’angle de Cabibbo et aux rapports de
masse, a l'ordre d’'une boucle, et de déterminer I’ensemble des relations valides a la fois au
tree-level et & l'ordre d’une boucle. Toute relation naturelle entre I'angle de Cabibbo et les
rapports de masse appartient nécessairement & cet ensemble.

La méthode utilisée est appelée méthode différentielle [68]. Afin de pouvoir généraliser le
calcul au Modéle Standard & trois générations de fermions, on développe ensuite une méthode
matricielle [78], plus puissante et d’une utilisation plus simple. Cette méthode repose sur
le concept de stabilité sous corrections radiatives. Elle consiste a construire des paramétres
stables & I'ordre d’une boucle dans le Modé¢le Standard. Une fois combinés entre eux, puisqu’ils
dépendent des rapports de masse et des angles de mélange, ces paramétres donnent lieu & la
formulation de plusieurs relations finies a ’ordre d’une boucle. La méthode conduit en outre
a considérer le divorce entre stabilité et calculabilité en théorie des champs.

Apres avoir défini ’extension minimale du Modéle Standard permettant de rendre compte
des oscillations de neutrinos’
secteur des quarks. Enfin, par analogie avec le comportement de la charge électrique sous cor-
rections radiatives, on introduit la notion d’universalité dans le secteur de Yukawa du Modéle
Standard. Différentes relations finies & I'ordre d’une boucle sont alors formulées. Dans le seul
secteur hadronique, une de ces relations conduit a la détermination du rapport m,,/mg. L’exis-
tence des autres relations est conditionnée par le choix de I'extension du secteur leptonique.
En I’absence de terme de Majorana pour les neutrinos droits, on aboutit & la détermination
du spectre de masse des neutrinos, ainsi qu’a la formulation d’une solution simple et élégante
pour le spectre des fermions du Modéle Standard [78].

, on applique aux leptons le raisonnement développé dans le

1C’est-a-dire l’ajout des trois neutrinos de chiralité droite au contenu fermionique, et le maintien de la
symétrie globale responsable de la conservation du nombre leptonique.

63
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6.1 Meéthode différentielle

La méthode différentielle a déja été utilisée pour déterminer ’ensemble des relations finies
a l'ordre d’une boucle entre le rapport de masse et les constantes de couplage dans le modéle
de Yukawa & deux fermions (chapitre 4, section 4.2). Il s’agit de postuler I'existence d’une
relation arbitraire entre différents paramétres, et de soumettre cette relation aux corrections
radiatives divergentes qui affectent les paramétres en question. La contrainte s’exprime sous
la forme d’une (ou de plusieurs) équation(s) différentielle(s) [68].

6.1.1 Modéle a deux générations

Comme dans la section 5.1, on considére le Modéle Standard & un doublet de Higgs et deux
générations de fermions. Il est invariant sous les transformations locales du groupe SU(3). ®
SU(2)L®@U(1)y (brisé spontanément en SU(3).@U (1), ). On a montré page 33 que le secteur
de Yukawa hadronique du Modéle Standard a deux générations compte cinq paramétres libres :
les masses des quatre quarks et ’angle de Cabibbo. Si I'on se restreint aux rapports de masse
pris entre deux quarks de méme charge, il reste les trois paramétres 7, = my,/me, rq = mq/ms
et 0c. On suppose 'existence a priori d’'une relation entre ’angle de Cabibbo et les rapports
de masse. En général, on a

F¢c) = G(ry,ra) , (6.1)

de telle sorte que

Fllc+60c) =G(ry+0ry,ra+0rq) , (6.2)

ou ¢, dry et d rq sont les contributions divergentes des corrections radiatives a 0¢, 7y, €t rq,
respectivement. Donc

EGC 00c = Glru Ory + Gwd 0rg 5

ou f,, désigne la dérivée (partielle) de f par rapport & . On montre en annexe (page 103) que

51y = €1y [(m3 —m?) cos 200 — (m2 —m2)]
§rg = €erg [(m2 —m?2)cos20c — (m? — m?)], (6.3)

1472 1+r2 .
000 =¢ [1_:3 (m2 —m?2) + 1_:5 (m2 —m?)|sinfc cos ¢ ,
avec € = 3/(8v?712) In A%/p? ot A est un cut-off, p une échelle d’énergie arbitraire, et v la valeur
moyenne dans le vide du champ scalaire ¢° avant brisure spontanée de la symétrie. On introduit
ces expressions dans la condition (6.2) pour aboutir aux deux équations indépendantes

. 1472
F. sinfc cos ¢ 1 7‘; =Gy, rycos20c — Gy, rq, (6.4)
BT
1472
Fo,, sinfOc cos ¢ 1—% =Gy, rqc0s20c — Gy, 1o, (6.5)
—Ta
compatibles si et seulement si
1-r2 1—r2
152 Td Gn“d — 12T qu
cos 20 = Bk il (6.6)

1—72 1-r2
1+r% Ty Glru - 1+r(21 rq Gn“d
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Puisqu’elle exprime 1’angle de Cabibbo en fonction des rapport de masse, cette condition doit

correspondre & la relation (6.1) dont on a supposé I'existence, i.e.?
F(0¢) = cos20c (6.7)
1 2
1—|—7‘2 rq Gle - +—:§l Ty GITu
G(ry,rq) = 4 (6.8)
Iy Gy — iy G
1+2 u Tiry, 1+r£2l d“Yiry

Introduisant ces deux expressions dans les équations (6.4) et (6.5), on obtient

1412 1472
— Z Tan"u + $=0,

d
Iy (6.9)
f:ZG ra Gy + ”jﬁ; =0.

Ce systéme d’équations différentielles ordinaires est intégrable. On montre dans la section E.1
que la solution générale s’écrit :
—(1+72)(1+72) 4+ 2A ryry

A-—r2

ol A est une constante d’intégration insensible a la saveur. On conclut alors que, si une relation
du type (6.1) existe, elle doit nécessairement appartenir a la classe suivante [68] :

G("“uﬂ‘d) =

—(m2 4+ m2)(m?2 4+ m?2) + 2\ m,mcmams

cos20¢c = (6.10)

(m3, — mZ)(mg — m)
L’objectif qui consistait & exprimer ’angle de Cabibbo en fonction des rapports de masse est
atteint. On vérifie que la permutation m, < m. (ou my < my) envoie 'angle de Cabibbo
sur son complémentaire. La limite m, = m, (ou mg = ms) est exclue depuis le départ dans
la mesure ol I'on ne peut calculer les corrections radiatives & ’angle de Cabibbo que s’il est
parfaitement défini®. Cependant, cette relation dépend de la constante? d’intégration A. Celle-
ci est inconnue et & 'ordre d’une boucle, rien ne nous permet de la déterminer. Il est dés lors
impossible d’obtenir une prédiction numérique pour 'angle de Cabibbo.

20n vérifie que la part d’arbitraire qui réside dans ces identifications n’influence pas la forme de la solution
escomptée. Imaginons, pour le montrer, que I’équation (6.7) s’exprime plutot f(F(6)) = cos26. On devrait
alors remplacer G par f(G) dans le membre de gauche de I’équation (6.8). Or le membre de droite de cette
méme équation est invariant sous le changement de variable G — f(G). Dés lors, on peut résoudre I’équation
(6.8) en la variable f(G), identifiée ensuite a f(F(0)) = cos26.

3L’angle de Cabibbo est indéterminé en cas de dégénérescence des masses.

40On note que cette constante doit étre supérieure ou égale & 2 afin que cos20¢ soit supérieur ou égal a
—1. En effet, si Pon inverse la relation (6.10), de telle sorte que A s’exprime en fonction de l'angle 0¢ et des
rapports 7, < let rg <1,on a:

A+7r2)A+72) + 1 —72)(1 —r3) cos 20¢
2rurq

A= , (6.11)

et donc

> A+r2)Y (1 +73) - (1 —r2)A—1rd) _ r2 + 73 > 9
- 2ryrq Turd

Le cas A = 2 correspond donc au spectre de masse r, = 74 et au mélange trivial Oc = 7 /2.
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Il découle en outre que I'’éventualité que 1'une des masses des quarks, en l’occurrence
my, disparaisse doit étre strictement rejetée puisqu’elle impliquerait ’apparition d’un cosinus
inférieur & —1. En d’autres termes, ’annulation de la masse m, du quark up est strictement
incompatible avec I'existence d’une relation naturelle entre ’angle de Cabibbo et le rapport de
masse mgq/ms. Ou encore, dans le Modéle Standard a un doublet de Higgs et deux générations
de quarks, I'annulation, & tous les ordres en théorie de la perturbation, du paramétre 0g a
travers 'annulation de la masse m, du quark up est strictement inconciliable avec 'existence
d’une relation naturelle entre ’angle de Cabibbo et le rapport de masse mg/ms.

Dans la limite réaliste m,, < m. et my < myg, la relation (6.10) entraine :

cos® O ~ PRI , (6.12)
MeMs

et I'angle de Cabibbo ne correspond & sa valeur expérimental que si 'on attribue & A une
valeur suffisamment grande.

On a obtenu un ensemble infini de relations entre I’angle de Cabibbo et les rapports de
masse des quarks, sans ’appoint explicite d’une symétrie supplémentaire. Les relations sont
finies & I'ordre d’une boucle. L’ensemble est paramétré par une constante A\ > 2 insensible a la
saveur. Toute relation naturelle entre ’angle de Cabibbo et les rapports de masse des quarks
appartient nécessairement a cet ensemble.

Pour tenter de comprendre le statut qu’il convient d’accorder a I’expression (6.10), ou, plus
précisément, au systéme d’équations différentielles (6.9) dont P'expression (6.10) est la solution
générale, on tache d’établir un paralléle avec I’équation différentielle (4.16) de la section 4.2. Le
systéme (6.9) comme ’équation (4.16) admet un ensemble infini de solutions. Pour le systéme,
cette infinité tient & ’existence de la constante d’intégration A. Pour I’équation aux dérivées
partielles, 'infinité tient & ’existence d’une fonction d’intégration, que I’on n’a pas déterminée.
Cependant, parmi les solutions de I’équation (4.16), il en existe une, la solution r = g; /g2, dont
on a montré qu’elle peut étre liée & la présence éventuelle d’une symétrie dissimulée, c¢’est-a-dire
brisée spontanément, dans le modéle original. De méme, on pourrait imaginer qu’un principe de
nature symétrique puisse déterminer A\ et du méme coup sélectionner une relation particuliére
dans 'expression (6.10). Toutefois, on sait que les symétries horizontales sont exclues. En effet,
on a montré au chapitre 3 qu’il est strictement impossible d’obtenir une détermination non
triviale de I'angle de Cabibbo a I’aide d’une symétrie horizontale dans le Modéle Standard a
un doublet de Higgs [41, 42, 43, 40]. On tentera de situer l'origine potentielle de ces relations,
ou de I'une d’entre elles, dans la suite du chapitre.

On note en outre qu’a 'ordre d’une boucle, les corrections radiatives a A sont finies® par
construction. Ceci nous porte a développer une méthode différente pour la mise en évidence
de relations finies entre les paramétres du secteur de Yukawa. Cette méthode, fondée sur la
stabilité a 'ordre d’une boucle, est présentée dans la section suivante.

6.1.2 Modéle a trois générations

Pour ce qui est du Modéle Standard a trois générations, on remarque que les expressions
(calculées en annexe, pages 108-109) des contributions divergentes des corrections radiatives

SUtilisant pour A Pexpression (6.11), on vérifie que les contributions divergentes §A des corrections radiatives
a la constante d’intégration A\ s’annulent :

o\ = )\‘gc(soc + )\.Tu5ru =+ /\mérd =0.
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aux rapports de masse et aux angles de mélange sont trop complexes pour étre manipulées et
introduites dans un systéme d’équations différentielles aux dérivées partielles. On envisagera
le traitement du modéle & trois générations par la méthode matricielle présentée ci-dessous.

6.2 Meéthode matricielle

On considére le Modéle Standard a un doublet de Higgs et n générations de fermions.
Il est invariant sous les transformations locales du groupe SU(3). ® SU(2)r ® U(1)y (brisé
spontanément en SU(3). ® U(1)em). Dans le secteur de Yukawa, on cherche a identifier des
quantités physiques stables & l'ordre d’une boucle, c’est-a-dire des quantités auxquelles les
corrections radiatives & l'ordre d’un boucle sont finies. On traite le cas général du modéle a n
générations avant d’appliquer les résultats aux modéles a deux et a trois générations [78].

On reprend les expressions de la page 101 (annexe C) pour les matrice de masse corrigées
a 'ordre d’une boucle . On a précisé page 99 que ces expressions ne tiennent compte ni des
contributions dues a ’échange des photon, gluons et bosons vecteurs transverses Z et W,
ni des diagrammes “tétard”. Ces expressions ne sont donc vraies que dans la mesure ou elles
sont utilisées pour calculer les contributions divergentes des corrections radiatives aux angles de
mélange et aux rapports de masse. Par souci de généralité, on souhaite toutefois réintroduire les
contributions divergentes provenant des diagrammes omis, pour s’en débarrasser explicitement
par la suite. A I’'ordre d’une boucle, on aura donc® :

M! = M, + e [MyM} M, — M,M]M,] + ¢, M, ,
My = My + e [My, MMy — MgMMy] + cqMy ,

avec € = 3/(8v2m?) In A% /1%, Les constantes ¢, et cg sont scalaires dans l'espace des saveur et
tiennent compte des contributions électromagnétiques, faibles transverses et fortes, ainsi que
des diagrammes “tétard”. On réécrit avantageusement ces expressions :

M =[1—€eH + c, )M, ,

M/ = [+ eH + g My | (6.13)

avec H = MUM:[ — MdeT. Cette réécriture nous permet d’affirmer qu’a un facteur scalaire

prés, les corrections radiatives & la quantité matricielle MdTMu sont finies, i.e.
MM, = (1+ ¢y + ca) M) M, .
Dans la base physique, on a :
MM, = VgD,ViU. DU,

ou D, et Dy sont les matrices de masse bidiagonalisées au tree-level, tandis que Ur, g et Vi g
sont les matrices unitaires qui bidiagonalisent M, et My, respectivement. Afin de s’affranchir
des matrices Ugr et Vi de redéfinition des champs droits, on définit la matrice

A = MM, [MIM,])T = VR[D4KTD2K D)V}, |

50n vérifie la forme de ces expressions en calculant les fonctions 3 des couplages de Yukawa dans le Modéle
Standard [79, 80].
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oun K = UEVL est la matrice de mélange. On calcule les valeurs propres de la matrice A.
Elles sont indépendantes de Vg. On se débarrasse enfin du facteur commun (1 + ¢, + ¢g)
qui distingue les valeurs propres de A’ de celles de A en considérant ces valeurs propres en
rapports. A partir de n valeurs propres, on construit n — 1 rapports indépendants. Dés lors,
dans le Modéle Standard & n générations, il y a n — 1 parameétres auxquels les corrections
radiatives a ’ordre d’une boucle sont finies. Tachons de particulariser cette approche aux cas
n=2etn=23.

6.2.1 Modéle a deux générations

On sait que ’ensemble des valeurs propres d’une matrice donnée correspond univoquement
a I'ensemble des coeflicients du polynéme caractéristique de cette matrice. Dés lors, au lieu
d’extraire les valeurs propres de la matrice A on se contente de calculer les coefficients de son
polyndme carctéristique. On les combine ensuite afin d’obtenir des quantités sans dimension.
Dans le Modéle Standard & deux générations, au signe prés, on a les coefficients

dét A = dét D2 - dét D?
= (mdmsmumc)2 5

tr A= tr[D3K'D2K]

2
u

2
s

2
c

2
s

= (mZm3 4+ mZm?2) cos® Oc + (mZmg + m2im?2) sin® O,

A partir de ces deux quantités, on en construit une troisiéme qui n’est pas affectée par des
corrections radiatives divergentes. A une fonction d’elle-méme pres, cette quantité est unique.
On l'appelle A et on 'exprime simplement :

tr A
(dét A)2

Ce qui entraine [78] :

_ (m2 +m2)(m? + m?) 4+ (m2 — m2)(m3 — m2) cos 20¢

A (6.14)

2 MyMeMgMg
Par construction, les contributions divergentes dA des corrections radiatives & A s’annulent. Le
paramétre A\ de I’équation (6.14) est dit stable a ’ordre d’une boucle. Il correspond exactement
a la constante d’intégration A de l’expression (6.10) obtenue par la méthode différentielle. Ce
qui n’a rien d’étonnant dans la mesure ou comme on I’a souligné page 66, les corrections radia-
tives & cette constante d’intégration sont finies par construction. Il s’agit donc ici de repenser
I’ensemble (6.10) des relations entre ’angle de Cabibbo et les rapports de masse finies a I'ordre
d’une boucle comme la définition d’'un paramétre physique A qui & 'ordre d’une boucle, n’est
affecté que par des corrections radiatives finies. De ce point de vue, les méthodes différentielle
et matricielle sont équivalentes. L’approche matricielle permet cependant d’aboutir au résul-
tat sans recourir a l'expression explicite de la matrice H intervenant dans I’équation (6.13).
Autrement dit, quel que soit H, on a dA = 0.

On note que dans ’approche matricielle, la condition m,, # 0 n’est plus une conséquence du
développement mais une hypothése de travail. Les conclusions demeurent toutefois identiques :
I’annulation de la masse m, du quark up est incompatible avec l'existence d’un paramétre
stable dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs et deux générations de quarks, c’est-a-
dire, in fine, d’'une relation naturelle entre 1’angle de Cabibbo et le rapport de masse m,,/mgq.
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6.2.2 Modéle a trois générations

De la matrice A = Vg[DyKTD2K Dd]VIiL on extrait les valeurs propres ou, & nouveau, les
coefficients du polynoéme caractéristique. Au signe prés ces coefficients sont donnés par dét A,
tr A¢ et tr A, ou A° est la matrice des cofacteurs de A. On remarque que, du point de vue des
degré de liberté, puisque A=t = AT /dét A, I'élément tr A® peut étre remplacé par tr A~1. On
évalue ces trois éléments indépendants comme suit :

dét A = dét D2 - dét D?
7
trA=tr KTD:KD?
= my ma| Kl
ij
trA”l =tr KT D—2KD*2

= Z |KJZ|2

On les utilise pour construire deux — et seulement deux — paramétres stables :

Al =trA-(det A™1)s
Ay =tr A71 . (dét A)

ol

En termes des paramétres physiques — rapports de masse et entrées de la matrice de Kobayashi-
Maskawa — on obtient [78] :

W=

1
Ar = § D ime 1 Kil? {Hﬁ} ’

m= .m?= .
; wui 'd1i
- ¢ 1 (6.15)
1 3
_ 2 U 2 2
A = Z — | K5 Hmuimdi
i Mui™aj ;

Tout comme pour A dans le Modéle Standard & deux générations, & 'ordre d’une boucle les
corrections radiatives & Aj et & Ay sont finies. On peut dés lors considérer ces deux derniéres
équations comme deux ensembles de relations finies a I'ordre d’une boucle entre les paramétres
de la matrice de Kobayashi-Maskawa et les rapports de masse. Ces ensembles sont paramétrés
par A et As.

On peut répéter la démarche précédente en imposant la condition m, = 0. Puisque dét A =
0, la matrice A n’est plus inversible. Seuls les coefficients tr A et tr AT peuvent étre considérés :

trA = Zm2 m?lZ\Kﬂ|2

1
trAT = Hmmmdl-z m |KJZ|2

7j
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On construit alors I'unique quantité stable & 'ordre d’une boucle”

tr A
( ACT 2

1
= Zm ima 1Kl b - Hmiim§i~zmlffu\2

2y

A_

H

=

md]Kﬂ]Z + mZ‘KQQP + mb‘K23’ ) + mt (md’Kgl‘Q + m§|K32\2 + m§|K33|2)

1/2
{m%’m% (m mb]KHP + mdmglKlgP + mflmg\KBP)} /
~ <Mcos2 01> L8 02 .

cos 03

Dans la derniére ligne de cette expression, seuls les termes dominants ont été retenus. Si 'on
revient au résultat (6.12), on remarque qu’a peu de choses prés, A se raméne a l’expression
de la constante \ obtenue dans le Modéle Standard & deux générations de fermions, ou les
deux générations sont cette fois la deuxiéme et la troisiéme. C’est-a-dire que 'annulation de
la masse d’un quark d’une génération donnée dans le Modéle Standard a trois générations
“tend” a réduire I'analyse a celle du Modéle Standard privé de cette méme génération, i.e. le
Modéle Standard & deux générations. Ceci n’est bien entendu qu’une “tendance”; et I’on ne peut
certainement pas conclure que ’annulation de la masse m,, du quark up soit incompatible avec
Iexistence d’une relation naturelle entre les paramétres de mélange (dont ’angle de Cabibbo)
et les rapports de masse des autres quarks (dont le rapport mg/ms) ; seulement, I'influence du
rapport mgq/ms dans cette éventuelle relation serait marginale et négligeable.

6.3 Les leptons de Dirac

Jusqu’ici, seul le secteur hadronique du Modéle Standard a été étudié®. Or, outre les deux
quarks, chaque génération de fermion compte deux leptons : un neutrino et un lepton chargé.

4 )

A nouveau, comme dans le secteur hadronique du Modéle Standard, il existe une importante
hiérarchie entre les masses des leptons chargés appartenant aux différentes générations. Ces
masses sont connues avec une trés grande précision. L’électron est le plus 1éger des trois leptons
chargés, le muon est plus de deux cents fois plus lourd que I’électron, et le 7 prés de vingt fois
plus lourd que le muon. A la masse du Z, on a le spectre [48] :

me = 0.48684727 £+ 0.00000014 MeV
m,, = 102.75138 £ 0.00033 MeV ,

m, = 1746691000030 GeV .

"Cette quantité, A, peut s’exprimer & partir des deux quantités Ay et Ay définies au paragraphe précédent ;
on vérifie effectivement que A = A;/ VAs.

8Remarquons cependant qu'il a implicitement été tenu compte de existence des leptons & diverses reprises :
ils interviennent dans le contenu fermionique des théories de grande unification et ils sont indispensables & la
renormalisabilité du Modéle Standard (annulation de ’anomalie).
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Les neutrinos sont des particules électriquement neutres et, dans le cadre du Modéle Standard,
de masse nulle. En effet, en I’absence de neutrinos vr de chiralité droite, le lagrangien du secteur
de Yukawa leptonique du Modéle Standard s’écrit

Ly = \IJLngRq’ + h.c.

Et la brisure spontanée de la symétrie génére un terme de masse pour les seuls leptons chargés?.
Cependant, depuis quelques années, les évidences expérimentales de 'oscillation des neutrinos
se sont multipliées. Or, pour étre expliquées, les oscillations requiérent I’existence de neutrinos
massifs.

Puisque les neutrinos sont des particules peu sensibles a la plupart des interactions connues,
leur section efficace est petite et la mise en évidence des oscillations nécessite un dispositif ex-
périmental vaste et cotiteux. Les neutrinos provenant de la rencontre des rayons cosmiques avec
I'atmosphére terrestre (neutrinos atmosphériques) ainsi que les neutrinos produits a l'intérieur
de l'astre solaire (neutrinos solaires) sont interceptés a la surface de la terre. L’abondance
observée des différentes saveurs est alors confrontée aux prédictions des modéles théoriques
de production des neutrinos (théorie du rayonnement cosmique et modéle standard du soleil).
L’abondance relativement faible des neutrinos muoniques en provenance de ’atmosphére peut
s’expliquer par un changement de saveur au cours du trajet qui les conduit des hautes couches
de I'atmospheére terrestre a la surface de la terre, c’est-a-dire par I’existence d’oscillations entre
les saveurs muonique et tauique. De méme, le taux de neutrinos électroniques en provenance
du soleil est inférieur au taux prédit par le modéle standard du soleil. Les contraintes expéri-
mentales sont telles qu’a ce jour, ’hypothése des oscillations reste de loin la plus plausible. La
probabilité de transition entre un neutrino d’une saveur donnée vers un neutrino d’une autre
saveur est fonction de la différence du carré de leurs masses et de ’angle de mélange associé a
ces deux saveurs dans le Modéle Standard & deux générations de fermions. Pour les neutrinos
atmosphériques, 'analyse des données expérimentales entraine que [81, 82, 83]

Am?, ~3,2.1073eV?,

sin? 20,4, ~ 1.

Quant aux neutrinos solaires, différents scénarios sont envisageables [84, 85]. On peut imputer
le changement de saveur observé aux oscillations dans le vide (VO) entre le soleil et la terre
ou aux oscillations dans la matiére (MSW) entre I’endroit ou ils sont produits et la surface du
soleil. Aux oscillations dans la matiére correspondent trois solutions : la solution Large Mixing
Angle (LMA), la solution Small Mizing Angle (SMA), et la solution Low probability ou Low
mass (LOW). Les paramétres associés a toutes ces solutions sont repris dans le tableau suivant
(avec les masses données en V) [86] :

Amgol tan? 04,
LMA | 5,0-107° | 4,2-107!
SMA | 5,0-107% | 1,5-1073
LOW | 7,9-107% | 6,1-10""

VO [4,6-10710] 1,8.10°

90n note en outre I’absence de mélange dans le secteur des leptons : la matrice Vy; de redéfinition des
champs gauches des neutrinos peut étre ajustée pour compenser l'effet de la matrice U, de redéfinition des
champs gauches des leptons chargés sur la matrice de mélange K, = UJLVM.
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Notons que les résultats récents de la collaboration SNO tendent & favoriser la solution LMA
[87, 88]. Les solutions LOW et VO demeurent permises (moins de trois écarts-type) et la
solution SMA est exclue (plus de trois écarts-type).

L’extension minimale du Modéle Standard permettant de rendre compte de la présence de
neutrinos massifs consiste a introduire les neutrinos de chiralité droites dans le contenu fermio-
nique. On peut ensuite choisir de maintenir la symétrie globale responsable de la conservation
du nombre leptonique afin d’interdire les termes de Majorana dans le lagrangien'. Ce choix
est discutable!’. Mais pour pouvoir appliquer point par point la méthode développée en début
de chapitre, il s’agit de s’assurer que le secteur leptonique du Modéle Standard soit une “copie
parfaite” de son secteur hadronique. Précisons néanmoins que les résultats présentés dans cette
section, c’est-a-dire les expressions (6.16) et (6.18), demeurent valables en présence de masses
de Majorana pour autant que les masses m,,; soient considérées comme les masses de Dirac
des neutrinos correspondants.

6.3.1 Modéle a deux générations

On consideére le Modéle Standard & deux générations de fermions et un doublet de Higgs.
On étend le contenu fermionique aux champs ve g et v, g. On maintient la symétrie globale
responsable de la conservation du nombre leptonique. On peut alors reproduire pour les leptons
le raisonnement détaillé dans la section 6.1 pour les quarks. En effet, ce raisonnement, qualifié
de méthode différentielle, repose sur la seule structure du secteur de Yukawa du Modéle Stan-
dard. Or, aprés I'introduction des neutrinos droits dans le contenu fermionique, les secteurs
de Yukawa leptonique et hadronique sont identiques. On conclut immédiatement que toute
relation naturelle entre I'angle de mélange 6y et les rapports de masse des leptons appartient

OPour une particule chargée, a laquelle est associée le spineur 1, la seule combinaison quadratique invariante
sous les transformations de Lorentz et sous les transformations (globales et locales) du groupe U(1)em est la
combinaison ¥ = ¥rir + Yrir, ol ¥ est le spineur adjoint, et ott Yr = (14 75)/2% et Yr = (1 —v5)/2%.
Le neutrino étant comme son nom l'indique électriquement neutre, il est possible de construire un terme
quadratique (i.e. un terme de masse) invariant de Lorentz & partir des seules composantes gauches (L) et/ou a
partir des seules composantes droites (R) du spineur et de son adjoint, a condition de faire intervenir le spineur
“conjugué de charge” ¢° = Cy”, ou C est 'opérateur de conjugaison de charge. Il est en effet aisé de montrer
que chacun des deux termes (dits termes de Majorana) du deuxiéme membre de

VY = YLyt + PriR

est un invariant de Lorentz (voir par exemple [89]). Cependant, puisque ¥ et ¢ se transforment de la méme
maniére sous U(1)em, le terme formé par leur produit n’est pas invariant sous les transformations de U(1)em.
Cette observation se généralise & toutes les symétries internes du modele considéré : l’existence d’un terme
de Majorana n’est envisageable que lorsque le champ concerné est rangé dans les représentations triviales (et
alternées) des groupes internes du modele, sauf si le groupe de symétrie est brisé spontanément, auquel cas le
terme peut étre construit a ’aide d’un couplage de Yukawa. Dans le Modéle Standard minimal, les termes de
Majorana du type vpv§ sont interdits méme aprés brisure spontanée de la symétrie, parce que le secteur scalaire
minimal ne contient pas de triplets, lesquels sont nécessaires a la construction d’un terme de Yukawa impliquant
la combinaison 7rvi. Dans le Modéle Standard complété par des neutrinos droit, les termes de Majorana du
type Urrf sont permis, le neutrino droit étant stérile, c’est-a-dire rangé dans les représentations triviales de
tous les groupes de symétrie internes. Ces termes peuvent toutefois étre interdits a l'aide, par exemple, du
groupe de symétrie U(1), qui garantit la conservation du nombre leptonique, dont aucune violation n’a, a ce
jour, été observée.

"En effet, il est généralement admis que la présence d’un terme de Majorana pour les neutrinos droits fournit
une explication naturelle & la petitesse des masses des neutrinos observables & 1’échelle d’énergie du Modéle
Standard (voir par exemple [89]).
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nécessairement a ’ensemble suivant :

—(m} +m] )(m2 +m?) + 2he my, My, memy,

cos 20, = , (6.16)

2 2 2 2
(m; — mVu)(me — m“)
ol Ay est & nouveau une constante d’intégration insensible a la saveur et plus grande ou égale
a 2. Si m,, < my,, alors on a la relation approximative
veMe

m
cos? 0y ~ \p—2—<
My, My

(6.17)

analogue & I’équation (6.12). Si m,, > m,,, 'équation (6.17) reste valable pourvu que l'on
permute les masses des neutrinos.

Quant & la méthode matricielle, comme pour le secteur des quarks, elle conduit & la mise
en évidence d’un paramétre Ay stable a l'ordre d’une boucle, défini par la relation (6.16).

6.3.2 Modéle a trois générations

On considére le Modéle Standard & trois générations de fermions et un doublet de Higgs.
On étend le contenu fermionique aux champs v g, v, r et v g. On maintient la symétrie
globale responsable de la conservation du nombre leptonique. Cette modification du secteur
de Yukawa permet d’appliquer aux leptons la méthode matricielle développée dans la section
6.2. On montre I'existence de deux paramétres Ayq et Ayo stables & 'ordre d’une boucle :

1
_ 2 2 )2
Agr = { Y m, ;mi ;| Keijl {”W} )
3

ij PR

=

(6.18)

=

1
Ago = 27|Ku.|2 . Hmz m2.
m2 mz' J ; vei e )

0,5 vet hyg

ou les indices ¢ et j désignent la saveur. Les remarques, observations et discussions des deux
premiéres sections de ce chapitre sont naturellement d’application dans le secteur des leptons.

6.4 Universalité

A Tordre d’une boucle, on ne dispose d’aucun élément permettant de déterminer les pa-
rametres Ay) pour le modele a deux générations, et Ay); et Ay pour le modeéle a trois
générations. Cependant, ces paramétres sont stables a ’ordre d’une boucle.

En théorie des champs, un paramétre stable est généralement calculable. On se souvient de
'angle faible dans une théorie de grande unification (non brisée) de type SU(5). Il est stable (a
tous les ordres en théorie de la perturbation) et calculable. On a sin? 6y = 3/8. La stabilité et
la calculabilité sont garanties par l'unification des constantes de couplage g et ¢, c’est-a-dire
in fine, par la présence de la symétrie SU(5). Il en va de méme, par exemple, pour le paramétre
p du Modé¢le Standard, défini par I’équation (2.17). Au tree-level, p est calculable et sa valeur
est 1. Aux ordres suivants en théories de la perturbation, il est corrigé par des quantités finies
et petites. Il s’agit donc bien d’un parameétre stable. La stabilité et la calculabilité sont dans ce
cas garanties par la présence de la symétrie SU(2)r @ U(1)y brisée spontanément en U (1), .
Méme dissimulée, la symétrie demeure présente et protége les relations qui lui sont imputables.
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On observe donc que stabilité et calculabilité vont généralement de paire, et qu’elles sont
généralement liées & la présence d’une symétrie, qu’elle soit brisée spontanément ou non.
Cependant, il existe en théorie des champs des cas ou stabilité et calculabilité ne semblent
pas s’associer. L'un d’entre eux concerne g, 'angle fort introduit au chapitre 3, page 35. On
peut effectivement montrer [90] que ce paramétre est stable jusqu’a l'ordre de six boucle au
moins! A ce jour, rien ne permet pourtant de le déterminer. Un deuxiéme exemple, que 1'on
se propose d’étudier en profondeur, est celui des rapports de charge.

6.4.1 Renormalisation de la charge

Afin d’illustrer la dissociation stabilité-calculabilité, on examine les processus de renorma-
lisation de la charge dans différents modéles. On commence avec I’électrodynamique quantique
dont on énonce le principe d’universalité de la charge; on traite ensuite le modéle sigma li-
néaire et ses extensions; on termine avec le Modéle Standard. L’objectif est de généraliser le
principe d’universalité de la charge électrique a la charge de Yukawa.

L’électrodynamique quantique

On considére le lagrangien de I’électrodynamique quantique pour deux champs de matiére
1, et 1y, distincts, ol a et b désignent n’importe quel fermion chargé (électron, quark, muon,...).
On a :

L= _iFupru + Q;Z_)a(i @ - ma)¢a + 1;1)(2 ﬁ - mb)¢b - ead_)a'yuwaA,u - eb’ga’Y'ullJbAu y

avec en général e, # ep, puisque le groupe de symétrie U(1),,, du lagrangien est abélien. La
renormalisation des constantes de couplage se raméne aux expressions :

1 1
a2 br72
e, = —22 3 e et ey = 2275 ep
a Z{L a b Z{) ’

ou Zy ' renormalisent les vertex et Zy ® les champs ,, tandis que Z3 renormalise le champ
A,. En général Z¢ # Z9 et Z§ # Z5. Cependant, on montre en calculant les contributions
divergentes des diagrammes

A

que Z¢ = Z¢ et Z% = Z5 a l'ordre d'une boucle. On peut prouver que ces identités sont
vraies & tous les ordres en théorie de la perturbation'?. Elles découlent des identités de Ward-
Takahashi, qui elles-mémes proviennent de la conservation du courant électromagnétique, c¢’est-
a~dire de la symétrie U(1)e,, du lagrangien. Ceci signifie que les corrections radiatives au
rapport Qq, = e, /ey sont finies, i.e.

1
! arz72 b
,_@_2223 VA ea_ea_Qb
ab_l_Za' T — — = 3diagb-
bz2 ©€p €h
b AV

D

12Voir par exemple [91].
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Autrement dit, les rapports de charge g, sont stables. Et ils le sont a tous les ordres en
théorie de la perturbation. On parle d’universalité de la charge électrique [91]. Cette propriété
fondamentale de 1’électrodynamique quantique, qui affirme donc que les charges électrique e,
des différents fermions sont renormalisées de la méme maniére, permet d’envisager I’égalité (a
un facteur entier ou rationnel prés) de ces charges, c’est-a-dire la quantification de la charge
électrique. En d’autres termes, la stabilité des rapports de charge permet d’envisager leur
calculabilité. Mais la stabilité n’établit pas la calculabilité. Il n’y a effectivement rien dans
la théorie de ’électrodynamique quantique qui permette de déterminer ces rapports. On doit
se contenter d’observer qu'’ils sont entiers ou, pour le moins, rationnels (on a par exemple
Que = %/% =1, Qg = _71/(—1) = %, etc...) et présumer l'existence d’un principe sous-jacent,
inconnu, qui les déterminerait!3.

Le modéle sigma linéaire

On écrit le lagrangien (2.1) du modéle sigma linéaire non jaugé pour deux générations de
fermions a et b. La matrice de Yukawa est diagonalisée : I' = diag{g,, g»}. On a :
1 1 2 A
L= 55)“#5)”# + 5('“)“08“0 - %(02 + %) — 2(02 + 72)?
+ Wi PO, + Wi POy — g Wo(0 + i1 - w5) W — V(0 +iT - 775) Wy,

avec en général'® g, # gp. On a choisi de considérer le modéle dans sa phase symétrique : a

la différence du lagrangien (2.1), celui-ci n’entraine pas la brisure spontanée de la symétrie
puisque le terme de masse des scalaires est de signe négatif, et le potentiel scalaire est minimal
en zéro. On renormalise les constantes de couplage (voir annexe D, page 111)

1
Z4 74
zy

1

;- 2%
-

z;

Ja et gy = 9 »

ou Z{;’b renormalise les vertex de Yukawa et fojb les champs ¥, 3, tandis que Zg renormalise
les champs o et . A nouveau, comme en électrodynamique quantique, on a généralement
A Z‘b/ et ZG # Z\%. Cependant, on montre'® en calculant les contributions divergentes des

13Un certain nombre de propositions ont été avancées pour rétablir le lien entre universalité et quantifi-
cation de la charge, c’est-a-dire entre stabilité et calculabilité des rapports de charge. Mais les tentatives de
détermination des rapports de charge interfamiliaux (par exemple €2, ) sont inexistantes.

Au sein du Modéle Standard, seul le postulat de ’annulation des différents termes anomaux permet d’aboutir
a la détermination du contenu fermionique minimal [92], et donc & la détermination des rapports Qq5. Mais, s’il
est nécessaire pour assurer la renormalisabilité du modéle, ce postulat lui est imposé a posteriori, sans aucune
justification de nature symétrique (précisons que ce postulat n’entraine la quantification de la charge électrique,
c’est-a-dire la détermination des rapports 45, que si 'on prend soin de plonger I’électrodynamique quantique
dans le Modéle Standard ; lorsqu’elle est considérée comme une théorie a part entiére, isolée, I’électrodynamique
quantique ne permet pas la détermination des rapports Q45). En outre, ce postulat, valable séparément pour
chacune des familles de fermions, ne donne pas lieu & la détermination des rapports de charge interfamiliaux.

Au-dela du Modéle Standard, les groupes de grande unification, tel SU(5), fournissent une explication simple
et élégante de la quantification de la charge a l'intérieur d’une génération donnée [70, 71]. Une fois plongé dans
le groupe d’unification (non abélien et simple), tout groupe abélien voit sa propre constante de couplage figée
et fixée par rapport & celles des autres composantes du groupe d’unification.

11e groupe de symétrie du lagrangien n’est pas abélien, mais la symétrie est globale et le terme d’interaction
considéré n’implique pas les courants de jauge ; les constantes de couplage sont donc généralement différentes.

50n trouve confirmation de ces résultats dans [93, 94].
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diagrammes

qu’a l'ordre d’une boucle, Z{, = Zg et Z‘b/ = Z% (annexe D, page 112). Ceci implique qu’a
lordre d’une boucle, les corrections radiatives au rapport 1., = go/gp sont finies :

1
g Yo _ 2828 By g g _
ab / 74 b % b % ab -
v ZlI!Z<1>

En d’autres termes, 7, est un paramétre physique stable & 'ordre d’'une boucle, mais non
calculable. Toutefois, contrairement a ce que ’on a obtenu pour les rapports de charge €2, en
électrodynamique quantique, la stabilité a tous les ordres en théorie de la perturbation n’est
pas garantie.

Ces résultats, comme tout ce qui a été obtenu jusqu’ici, concernent le comportement ultra-
violet du modeéle. On aurait pu les obtenir en effectuant les calculs dans la phase de Goldstone.
C’est-a-dire en changeant le signe du terme de masse des scalaires dans le lagrangien de départ.
Apres brisure spontanée de la symétrie, les fermions acquiérent une masse m, = vg, et my =
vgp avec v la valeur dans le vide du champs scalaire. Remarquant que 74, = g4/g = ma /My,
on montre immédiatement la stabilité a ’ordre d’une boucle des rapports de masse.

Le Modéle Standard sans mélange

Il se trouve que le modéle sigma linéaire ne correspond au secteur scalaire du Modéle
Standard que lorsque 1'on brise explicitement deux générateurs du groupe SU(2)gr. Pour le
secteur de Yukawa (comme on I’a montré page 21), cela revient & procéder a la substitution
suivante : —g, U S¥p — —gqV 1 Pdr— g, ¥ PdR. En termes du doublet scalaire ® = (¢T N7,
le lagrangien du secteur scalaire du modéle sigma linéaire est donné par I’équation (2.21). Pour
deux générations de quarks W1, uq g, dor €t Yy, upr, dp g, aprés la brisure explicite des
générateurs 11 /2 et 75/2 du groupe SU(2)g le lagrangien du modéle sigma linéaire s’écrit :

L=1/20,070"® + 1%/2 dTd — \/4 (dTD)?
+ Wi @V + ugi Pug + dri Jdg
— \I’LFU’LLR&) - \IJLFddR(I) - i)TﬂRFL\I/L - (I)T(ZRFIZ\IJL R

ol les indices désignant les générations sont sous-entendus. Ce lagrangien correspond au
lagrangien du Modéle Standard pour deux générations de quarks incolores, ol la symétrie
SU((2)r, ® U(1)y n’a été ni jaugée, ni brisée spontanément. Si ’on interdit les mélanges entre
ces deux générations, a l'aide, par exemple, d’une symétrie de type U(1) pour chaque gé-
nération, alors les couplages de Yukawa sont diagonaux dés le départ : Ty, = diag{gua, gus}
et I'y = diag{gdqa,9ap}- On peut montrer que dans ces conditions, la renormalisation des
constantes de couplage g, et gq, pour la premiére génération, et g, et gqp pour la seconde
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génération, se rameéne aux expressions

1 1 1 1 1 1
3 732793 23 73793
g/ _ Z\I/L Z‘I’ ZuR g gl _ Z\I/L Z(I> ZdR Jd
uwa a ua da — a a
VA Zvd
pl 1,1 pl 1 p1
2 2 2 2 2 2
I Ly, Ly Lur r_ Z\IJLZq>ZdR
Gub = 721, Gub 9ap = 721) gdb »
Vu Va

Les constantes Z\‘f,’i’, Zﬁ;f, Zg:, Z“Zb et Z{Zb renormalisent respectivement les champs ¥, 1,
Ua b R dap R, €F les vertex tg p g p rOV* et Ja,b Ldap roY, tandis que Zg renormalise les champs
scalaires (neutres). A l'ordre d’une boucle, on montre que les relations entre les constantes de
renormalisation obtenues dans le modéle sigma linéaire deviennent :

1 1 1
a a __ r7a asz a3z b b _ b bs 2
28, 28 = 24, ZeE 24 ot 2y 2 =24, Zuk 7,7

Dés lors les corrections radiatives au parameétre Yoy = (Gua-9da)/(Gub-gap) sont finies a I'ordre
d’une boucle :

/ /
1 9ua Y44
ab — / /
uv 9db
1 1 1 1 1 1
3 72 793 A3 73 703 b b
Ly 2y Zug .Z\IILZ@ZdR . Zy, _ Zy, YuaYda
1 1 1 1 1 1
Z\a/u Z\(id Zbﬁzﬁzbi ZbﬁziZbE Gubd " 9db
) U, “d“dp

5 UR

Gua * 9da
Gub * gdb
= T

Ce qui signifie que dans ce modéle, le rapport T, est un paramétre stable a 'ordre d’une
boucle. Aprés brisure spontanée de la symétrie, les fermions des deux générations acquiérent
une masse proportionnelle a la valeur moyenne dans le vide du champ scalaire avant brisure.
On a myg = YGua, Mda = V9da, Mub = VGub, €6 Mgy = vgqp, ce qui implique la stabilité
du rapport Yop = (Gua - 9da)/(Gub - gav) = (Mya - Maa)/(Mup - gap) & ordre d’une boucle. 11
s’agit de la généralisation de la stabilité des rapports de masse du modéle sigma linéaire au
Modéle Standard sans mélange. Ces conclusions sont valables pour un modéle & n générations
de quarks. Il y aurait alors n — 1 paramétres stables Y,. On note que les rapports T
correspondent aux carrés des valeurs propres de la matrice A = [szu][FIIFu]T. L’introduction
de la couleur et des symmétries de jauge dans le modéle ne modifie pas la stabilité des rapports
Tap-

Le Modéle Standard

La généralisation de ce raisonnement au Modéle Standard complet (i.e. sans restriction sur
les mélanges interfamiliaux) & n générations de fermions implique l'utilisation des matrices
de Yukawa T, et T'y (ou, de maniére équivalente, des matrices de masse M, et My) qui ne
sont cette fois plus ni diagonales ni réelles ou méme hermitiennes. Il s’agit donc de traiter ces
objets, qui ne commutent pas, dans le bon ordre. Le calcul complet, en termes des matrices
M, et My a été effectué en début de chapitre; I’évaluation des diagrammes figure en annexe.
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Ce calcul conduit & la mise en évidence de n — 1 paramétres stables & ’ordre d’une boucle. Ces
paramétres sont les rapports des valeurs propres de la matrice A = [M ;Mu] [M;Mu]T. Dans
le Modeéle Standard & trois générations, on appelle ces deux rapports GO et Oo3. Il serait
toutefois fastidieux d’en calculer ’expression exacte. Cependant, on sait que du point de vue
des degrés de liberté et de la stabilité, les rapports O12 et ©23 sont équivalents aux parameétres
Ay et Ao définis section 6.2. On retombe donc sur les deux paramétres stables (a 'ordre d’une
boucle) mais non calculables dont on cherchait a situer I'origine. Notons qu’a la différence des
paramétres Yis et To3 du paragraphe précédent, les parameétres 19 et Oo3 font intervenir les
angles de mélange.

6.4.2 Relation hadronique

On a vu que dans le Modéle Standard, les rapports de charge électrique sont stables. Il
s’agit de 'universalité de la charge électrique. On observe en outre que si I’on rapporte la charge
d’un quark d’une génération donnée & celle de son homologue dans une autre génération, on
aboutit toujours a la méme valeur : Q15 = Qo3 0i1'® Q19 = Qe = Qg et Doz = Qo = Q.

La stabilité (a 'ordre d’une boucle) des rapports de masse dans le modéle sigma linéaire
nous incite & établir le paralléle en postulant 'existence d’'une identité analogue : 112 = 1923,
oul” M2 = Mue = Nds €6 23 = Nt = Nsp- On parle d’universalité de la masse. mais, méme si elle
est valide & I'ordre d’une boucle, cette relation n’a guére d’utilité pratique, puisque le modéle
sigma linéaire n’est pas supposé rendre compte de la physique des particules élémentaires.

On vient toutefois de montrer que le Modéle Standard (qui est lui censé décrire la physique
des particules élémentaires) a hérité des caractéristiques de stabilité du modéle sigma linéaire.
On peut dés lors postuler 'existence de I'identité ©19 = ©93 entre les deux paramétres stables
(a 'ordre d’une boucle) du Modéle Standard, et la soumettre & vérification expérimentale. Or
on prouve (annexe E, page 114) que les contraintes ©12 = O93 et A; = Ay sont équivalentes.

On impose alors
]
On a [78]

2

3
> mim Kl p =) —5 5 | Kyl '{Hmiimgi} . (6.19)
(3

,J ,J u

Cette relation est finie & 'ordre d’une boucle et ne s’exprime plus qu’en termes de quantités
physiques “mesurables”. En tenant compte de 'importante hiérarchie caractérisant les masses
et les angles de mélange, on aboutit a I’expression approchée :

My Mg M My

Mo s (6.20)

me Mg me My

ou les angles de mélange n’interviennent plus. Afin de pouvoir la confronter aux données
expérimentales, on la réorganise en termes des rapports de masse les mieux connus, avec dans

161 es égalités entre e, /ec et eq/es et entre ec/e: et es/ep sont immeédiates dans la mesure ou les quarks de
type up et les quarks de type down sont, par génération, rangés dans des doublets de SU(2) ..

Les égalités entre My/Me et mg/ms et entre me/m: et ms/mp sont immédiates et proviennent de la
structure du contenu en particules du modéle sigma linéaire (m., = mq, me = ms et me = my).
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le membre de gauche les rapports de masse des quarks légers, et dans le membre de droite les
rapports de masse des quarks lourds :

Mo () (), (6.21)
mg \Ms myp, my
La masse des quarks lourds (c, b et t) est estimée avec une précision relativement bonne. On
peut donc supposer que les rapports de masse héritent de cette précision. Pour ce qui touche
aux quarks légers, s’il est généralement admis que la valeur du rapport mg/ms avoisine le
vingtiéme, celle du rapport m,,/mg fait aujourd’hui encore 'objet d’intenses discussions [48|.
On choisit donc de prendre le rapport m,,/mg4 pour inconnue, et d’en estimer la valeur a partir

de 'équation (6.21). A la masse du Z, si l'on considére les valeurs centrales des masses des
quarks lourds et du rapport mg/ms, on a :

My

— ~

(6.22)
mq

W =

Le premier élément remarquable de cette prédiction est la relation d’ordre m,,/mg < 1, c’est-a-
dire m,, < mg. Rappelons que cette relation d’ordre (singuliére dans la mesure ou m; > my, et
me > mg) est d’'une importance capitale pour I'existence et la stabilité de la matiére atomique
telle qu’elle nous environne (et nous constitue). On sait en effet qu’elle est a l'origine de la
relation d’ordre mp < my, elleeméme & l'origine de 'instabilité du neutron (désintégration
B : N — Pe v,) et de la stabilité du proton. L’instabilité du proton qui résulterait d’une
inversion de la relation mp < my, i.e. de la relation m, < my, entrainerait l’instabilité de
l'atome d’hydrogeéne (lequel constitue la majeure partie de la matiére de notre univers). On
note en outre que la valeur prédite pour le rapport m,/mg ne s'éloigne guére de la valeur
expérimentale (théorie chirale) m,/mg ~ 1/2 [48|, d’autant moins que certaines estimations
récentes donnent lieu aux résultats my /mg ~ 1/2,5 [95], voire m,, /mg ~ 1/3.5 [96].

Si l'on revient un instant a Pexpression originale (6.20) et que l'on trace, ci-dessous, le
graphe des masses des quarks classés par génération, on constate effectivement que le produit
des pentes des segments qui relient les points correspondant aux quarks des deux premiéres
générations et le produit des pentes des segments qui relient les points correspondant aux
quarks de la deuxiéme et de la troisiéme génération sont approximativement égaux.

Graphe logarithmique des masses des quarks classés par gé-

10° + m (GeV)

nération. Le logarithme (en base dix) de la masse des quarks , (u)
pour les trois générations existantes est porté en ordonnée. 100 ¢

Les pentes des quatre segments représentés correspondent 10 ¢ (d)
aux quatre rapports intervenant dans l’expression (6.20). On 1

vérifie que cette expression est approximativement satisfaite. 10
On constate en outre que ce graphe, qui reprend des données 1072 1
expérimentales, est pratiquement compatible avec le graphe 193 |
de deux droites sécantes, i.e., avec les identités approxima- *

tives my, /me >~ me/my et mg/mg >~ mg/my,. 1 2 3 (gén.)

On en conclut que la relation (6.19), finie a I'ordre d’une boucle et établie sur base d’'un
principe d’universalité, conduit & I'expression d’une contrainte phénoménologique qui semble
effectivement correspondre a la réalité expérimentale.
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6.4.3 Relation leptonique

Le raisonnement précédent est évidemment applicable au secteur des leptons'®. On identifie
les parameétres stables (& 'ordre d’une boucle) :

7

pour obtenir une relation finie a I'ordre d’une boucle et n’impliquant que des quantités phy-
siques “mesurables” :

2

1 3
> ml, mi ;| Keil® o = ZWIKWF -{Hmﬁﬂ.mﬁi} . (6.23)
i

i, 4, vpi g

Si 'on suppose en outre que les couplages de Yukawa des neutrinos, une fois diagonaux, ont le
méme type de hiérarchie que les couplages de Yukawa des autres fermions (m,,, > My, > my,),
et que les éléments diagonaux de la matrice de mélange K, des leptons sont d’ordre 1, alors
on peut approcher la relation (6.23) :

My, Me My, m
L (6.24)
My, My My, My
On utilise les données provenant de 'observation des oscillations de neutrinos, a savoir Am2,,,
2 on : - S o2 2 o2 2 2 2 s
et Amg,, que l'on identifie respectivement & my_—mj =~ mj_ et m; —my ~m; et a

partir des trois équations

my/m
mffi ~ 7“/ T -Amgol/\/Amgtm,
me/my,

on établit le spectre de masse des neutrinos en fonction des solutions choisies pour les neutrinos
solaires (en eV) :

A I I

LMA [6-1072 | 7-1073 | 1-1072
SMA | 6-1072|2-1073|1-1073
LOW | 6-1072|3-107* | 2-107°
VO [6-1072(2-107°|1-1077

On voit que les solutions LMA et SMA sont pas compatibles avec I’hypothése de hiérarchie
my, > my, et doivent étre rejetées. L’incompatibilité réside dans la trop grande valeur du rap-
port my, /m,_, laquelle, une fois multipliée par le rapport m,,/m,, pousse le rapport m,, /m,,
proche de l'unité dans l'expression (6.24). Il reste donc les solutions LOW et VO.

18Répétons que les arguments développés ci-dessous, et ce jusqu’a la fin du chapitre, ne sont valides qu’en
I’absence de termes de Majorana dans le lagrangien du Modéle Standard.
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6.4.4 Relations mixtes

Si 'on revient a la question de 'universalité de la charge électrique, on observe que les
rapports de charge hadroniques €215 et 293 sont identiques aux rapports de charge leptoniques
Q12 et Qpaz (ot Qp12 = ey et ooz = Q7). On tache d’exporter cette universalité quark-
lepton dans le secteur de Yukawa en analysant les relations finies (& 'ordre d’une boucle)
qui découlent de identification des paramétres stables (& I'ordre d’une boucle) hadroniques
et leptoniques. Rappelons que dans les théories de grande unification, SU(5) par exemple,
il existe déja un certain type d’universalité quark-lepton, laquelle se manifeste a travers la
stabilité des rapports de masse me/mgq, m,/ms et m;/mp, et leur calculabilité : me/mg =
my/ms = mr/my = 1 (chapitre 4, 49).

Modéle a deux générations

On sait qu’a Pordre d’une boucle, il est impossible de déterminer les constantes d’intégra-
tion A et Ay apparaissant dans I’expression des relations (6.10) et (6.16). Cependant, notant
qu’elles sont toutes deux sans dimension et insensibles a la saveur, on suppose l'existence d’une

universalité quarks-leptons telle que
pen)]

En combinant alors les équations (6.10) et (6.16) en termes des rapports de masse 7y, 74,
Ty = My, /My, et T¢ = me/my, on aboutit a la relation [68]

(A+7r2)A+7)+ 1 —r2)(1 —r])cos20, 7,1
(4 r2) (4 r3) + (1 r2)(1~ 7D eos200  rura’

(6.25)

qui est dite mizte parce qu’elle fait intervenir des paramétres des secteurs hadronique et lep-
tonique. Cette relation est finie a 'ordre d’une boucle et n’implique plus que des quantités
physiques “mesurables”. Dans la limite r, < 1, rg <1, r, < let ry < 1, on a

2
cos” 0y Iy,
cos?lc  ruryg
Si I’on suppose que les deux cosinus carrés de I’équation (6.26) sont du méme ordre, ¢’est-a-dire
cos? 0/ cos? O ~ O(1), alors, & partir de la différence Amg ,; des carrés des masses provenant
des observations de l'oscillation des neutrinos solaires que l'on identifie & m?/M — m?jc o~ mfu,

on peut calculer le spectre de masse des neutrinos v, et v.. A l'aide des expressions

ETP ~o 2
my P~ \/AmZ
th o, Mud My 2
my, = ———* "—:~ ATnsol’
mems  Me

on dresse le tableau des spectres associés aux différentes solutions solaires (en eV) :

o
LMA [7-1073[3-107%
SMA | 2-1073 | 8-107°
LOW [ 3-107%|1-107°
VO [2-107°]8-107"
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Choisissant d’appliquer la relation (6.25), finie a 'ordre d’une boucle, aux fermions de la
deuxiéme et de la troisiéme génération, c’est-a-dire en redéfinissant r, = m./my, rq = ms/my,
Ty = my,/my, et ¢ = my/m;, on obtient de la méme maniére le spectre de masse des
neutrinos v, et v,. Or, sous I'hypothése de hiérarchie forte, ce spectre est expérimentalement
établi. Il suffit en effet d’identifier respectivement les différences de carré de masses Am2,, et

2 5 002 2 2 2 02 2 . . ; . ..
Ami, amy —mg, ~mg et my —my ~m; . On dispose deés lors d’'un outil expérimental
pour la vérification de la relation (6.25), ou, inversement, d’un outil de sélection théorique
pour les solutions solaires. A l'aide des équations

erp | A2
mlIT - ATnatm?
exp 2
mVu = V ATnsol )
mth ~ TeMs T f A2
vy atm
mymy My,

on dresse le tableau des spectres de masse expérimentaux associés aux différentes solutions
solaires, comparés a la prédiction théorique pour la masse du neutrino v, (en eV) :

myt my," mff;
LMA [6-1072|7-1073 | 1-107*
SMA |6-1072|2-103|1-107*
LOW | 6-1072 | 3-107* | 1-1074
VO |6-1072|2-10°|1-107%

En termes d’ordres de grandeur, la conclusion est immeédiate : la relation (6.25), finie a 'ordre
d’une boucle, est expérimentalement vérifiée lorsqu’elle est appliquée a la deuxiéme et a la troi-
siéme génération de fermions, pour autant que les observations & venir favorisent la solution
LOW pour l'oscillation des neutrinos solaires'”. Eventuellement, si I’on considére le spectre de
masse des quarks utilisé suffisament raisonnable, on s’attendrait en outre a voir la quantité
Am2,,. augmenter légérement, ou la quantité Amgol diminuer légérement. Lorsqu’elle est ap-
pliquée a la premiére et a la deuxiéme génération, la relation (6.25) conduit a la détermination
de la masse du neutrino électronique. On aurait donc pour les neutrinos un spectre de masse
du type :

m,, ~ 107 1eV > my, ~ 107V > my, ~ 107%eV .
MMMy, Mmemsie
mcmsml-: =~ 500 m:m;m; =30

Modéle a trois générations

Comme dans le Modéle Standard a deux générations de fermions, on souhaite étudier les
conséquences phénoménologique d’une éventuelle universalité quark-lepton : il s’agit d’identi-
fier les paramétres stables (& I'ordre d'une boucle) ©;; aux parameétres stables (a I'ordre d’une
boucle) Oy;;. Or on sait (annexe E, page 114) que

O12 = Oy12 A = An
I I = Il Il
O23 = O3 Ay = Ay

¥La solution VO ne parait pas exclue. Notons cependant que les estimations de la valeur du paramétre
Am?2,, associé & la solution VO sont généralement plus basses (on a Am2,, = 1,6 - 107!° eV dans [97], et
Am?2,, =8-107" eV dans [98]) et sont donc de nature & I'exclure.
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C’est-a-dire

1 1
{ZmiimgﬂKiﬂz} : {H m2 mg} = {ngeimgﬂ"K“j'z} ’ {H m? mf}

=
Wl

(2% (2%

Il Il

1 1
{Z W"‘ﬁlz} ' {Hmiimﬁi} = {Z W'Kw|2} ' {Hmﬁnm?i}
j o uwildg i i

iyj i,j Vet Tl

col=
ol

(6.27)

Ces relations, dites mixtes parce qu’elles font intervenir les paramétres des secteurs hadronique
et leptonique, sont finies & I'ordre d’une boucle. Approximativement, si I’on considére un
secteur de Yukawa fortement hiérarchisé (m; < ma < mg) et faiblement mélange (K ~ 1),
on a
@.@:%.%:%.%2%.ﬂ_ (6.28)
Me Mg Mg My My, My My My

m T

Les deux identités verticales de l'expression (6.27) ont déja été traitées. Les deux identités ho-
rizontales correspondent a la deuxiéme identité approximative de l'expression (6.28). Comme
dans le paragraphe précédent, on montre aisément que cette identification peut étre expéri-
mentalement confirmée si 'on sélectionne la solution LOW pour les neutrinos solaires.

L’expression (6.28) nous dit que le produit du rapport de masse des quarks de type up
appartenant & deux générations voisines (1 —2 ou 2 — 3) et du rapport de masse des quarks de
type down appartenant & ces deux mémes générations est approximativement identique quelles
que soient les deux générations voisines concernées, et il est au surplus identique au produit
du rapport de masse des neutrinos appartenant & deux générations voisines et du rapport de
masse des leptons chargés appartenant & ces deux mémes générations voisines, quelles que
soient les deux générations voisines concernées.

A chaque solution de l’équation (6.28) on peut associer un spectre de masse. On tache
d’analyser ces différents spectres a partir de la solution triviale m,/m. = m¢./my = mq/ms =
ms/my = me/my, = mu/mT = ... que 'on complique ensuite en fonction des contraintes
expérimentales les plus fiables. Cette solution triviale correspond a la figure présentée ci-
dessous, a 'extréme gauche, ol les pentes de tous les segments tracés entre les masses des
fermions sont égales. Elle n’est pas réaliste dans la mesure ou les rapports de masse des
leptons chargés, connus avec une précision considérable, différent d’un ordre de grandeur. En
effet, & la masse du Z on a me/m,, ~ 1/211 et m,/m, ~ 1/17. En outre, on note en observant
le graphe que m, > my, en contradiction flagrante avec la réalité expérimentale.

Afin de pouvoir reproduire le spectre de masse des leptons chargés, il est donc nécessaire
d’introduire au moins deux pentes différentes dans le graphe. On trace les segments reliant les
points correspondant aux masses des leptons chargés, et on tente de tirer des paralléles & ces
segments a partir des masses des quarks de la troisiéme génération. Pour les neutrinos, en vertu
de la troisiéme identité de I’équation (6.28), on inverse les pentes des deux segments originaux.
Il apparait rapidement que la seule configuration vraisemblable compatible avec 1’équation
(6.28), représentée sur le graphe encadré, correspond bien au graphe expérimental (ci-dessous
a droite), compte tenu de l'incertitude sur la détermination de I’échelle des quarks légers (dont
le quark étrange) et des neutrinos, et pour autant que la solution LOW soit privilégiée. On
vérifie bien que m, < mg.
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A A A
10" | 10" | 10" 1 m (eV)
d
10° 10° 10° - I
10° + 10° 10° -
10° ¢ 10° ¢ 10° -
1 1 1
Y Y v
107 ¢ 107 | 107
° ?
107 ¢ 10 ¢ 107° +
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Graphes logarithmiques des masses des fermions. Le logarithme des masses des fermions
est porté en ordonnée. Le premier graphe correspond & la solution a pente unique; le
deuxiéme graphe est celui de la solution & deux pentes. Les disques noirs représentent
les valeurs expérimentales des masses les mieux connues ; les disques blancs, les valeurs
théoriques des autres masses. Le troisiéme graphe est celui du spectre de masse des
fermions tel qu’il est établi sur base expérimentale. Dans les trois graphes, les pentes des
segments en traits continus correspondent aux rapports de masse expérimentaux. Les
pentes des segments en traits interrompus correspondent & des estimations théoriques.

Deux pentes pourraient donc suffire pour rendre compte du spectre de masse des fermions.
Cette solution présente l'intérét d’étre simple et proche des données expérimentales. Mais elle
n’est en rien exclusive, et sans doute ne correspond-elle qu’au “premier ordre” d’une solution
plus complexe qu'il reste a déterminer. En effet, 'équation (6.28) n’impose pas 1’égalité entre
les pentes, mais entre les produits de pente. En outre, I’équation originale (6.27) implique les
paramétres de mélange des secteurs hadronique et leptonique, lesquels viendront également
corriger la configuration avancée.

Rappelons encore une fois que I'identification des paramétres stables dans les secteurs des
quarks et des leptons n’est compatible avec les données expérimentales relatives a ’oscillation
des neutrinos solaires que lorsque 1’on prend soin de sélectionner la solution LOW, & savoir
Amgol ~ 107 "eV? et tg20 ~ 0,6.
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Conclusion

Dans le Modéle Standard & deux générations de fermions et un doublet de Higgs, a ’aide
d’une méthode dite différentielle, on a établi I’existence d’un ensemble de relations entre 'angle
de Cabibbo et les rapports de masse des quarks. Ces relations sont finies & I'ordre d’une
boucle. Elles sont paramétrées par une constante d’intégration A > 2. On a conclu qu'une
relation naturelle entre I'angle de Cabibbo et les rapports de masse des quarks appartient
nécessairement a cet ensemble. S’il en existe une, elle doit correspondre & une valeur particuliére
de A. Cependant, le calcul & I'ordre d’une boucle ne permet pas de déterminer A. En outre,
on sait que la symétrie responsable d’une éventuelle relation de ce type ne peut pas étre de
nature horizontale.

On a ensuite développé une méthode dite matricielle. Plus générale, celle-ci a permis de
mettre en évidence l'existence de n — 1 paramétres stables & 'ordre d’une boucle dans le
Modéle Standard a n générations de fermions et un doublet de Higgs. Ces paramétres sont des
fonctions des rapports de masse des quarks et des angles de mélange (dans le Modéle Standard
a deux générations de fermions, le parameétre stable correspond a la constante d’intégration A
de la méthode différentielle). Ils ne sont pas calculables. Une éventuelle étude de calculabilité
(semblable a celles qui ont été présentées aux chapitres 4 et 5) serait d’ailleurs vouée a 1’échec
dans la mesure ot, par construction, a ’ordre d’'une boucle, les corrections radiatives qui les
affectent sont naturellement finies.

Aprés avoir postulé I'existence d’un secteur de Yukawa leptonique structurellement?’
tique au secteur de Yukawa hadronique, on a étendu les développements précédents aux lep-
tons. On a donc mis en évidence I'existence de n — 1 paramétres stables & ’ordre d’une boucle
dans le secteur de Yukawa leptonique du Modéle Standard & n générations de fermions et un
doublet de Higgs.

Afin d’avancer une explication & lexistence de ces paramétres stables (a l'ordre d’une
boucle) mais non calculables, on a rappelé que dans le Modéle Standard, les rapports de
charge électrique sont des paramétres stables (universalité de la charge électrique) et qu’en
outre, bien qu’ils ne soient pas calculables, ils sont rigoureusement identiques (quantification
de la charge électrique). Par analogie, on a généralisé le concept d’universalité de la charge
en 'exportant dans le secteur de Yukawa. Cette universalité a donné lieu a la formulation de
plusieurs relations finies (a 'ordre d’une boucle) entre les angles de mélange et les rapports de
masse. Ces relations ne font plus intervenir que des quantités physiques “accessibles” & I'expé-
rience. L'une d’entre elle, dite relation hadronique parce qu’elle ne concerne que les masses des
quarks et les paramétres de la matrice de Kobayashi-Maskawa, aboutit a la prédiction remar-
quable m,,/mg ~ 1/3. Les autres relations impliquent des paramétres du secteur de Yukawa
leptonique. En I'absence de termes de Majorana, ces relations sont en accord avec la solution
LOW pour l'oscillation des neutrinos solaires. Elles permettent en outre d’établir grossiére-
ment le spectre de masse des neutrinos (page 82). A partir de ces relations, une solution simple
est alors proposée pour le spectre de masse général des fermions du Modéle Standard (solution
a deux pentes). Cette solution est en accord avec toutes les données expérimentales dispo-
nibles. Notons enfin que l'introduction de termes de Majorana compliquerait singuliérement
la confrontation des relations a ’expérience, puisque ces relations concernent les masses de
Dirac, lesquelles ne seraient plus directement mesurables.

Seuls I'extension de ces calculs aux ordres supérieurs en théorie de la perturbation et

iden-

20(Crest-a-dire qu’on a introduit les neutrinos droits dans le Modéle Standard, tout en interdisant la présence
de termes de Majorana.
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la découverte d’une symétrie soutenant le concept d’universalité dans le secteur de Yukawa
permettraient de préciser le statut qu’il convient d’accorder aux paramétres mis en évidence,
et de confirmer les hypothéses avancées quant a leur identification.



Conclusion

La question des masses des fermions et des angles de mélange au sein du Modéle Standard
demeure aujourd’hui I'une des plus passionnantes énigmes de la physiques des particules élé-
mentaires. La plupart des tentatives visant & débrouiller cet écheveau n’ont guére réussi qu’a
le compliquer ; soit en se heurtant & la réalité expérimentale ; soit en multipliant les paramétres
libres supplémentaires au point de contrarier 1’objectif initial de simplification et d’unification.

L’étude des conditions de calculabilité des angles de mélange et des conditions de naturalité
des relations entre ces angles de mélange et les rapports de masse présentée au fil des pages de
ce travail s’inscrit parfaitement dans I'effort destiné a réduire le nombre de paramétres libres du
Modéle Standard. Elle ne présuppose pas 'existence explicite d’une symétrie supplémentaire
ni d’un principe fondateur qui échapperait aux lois du Modéle Standard. La méthode consiste
exclusivement & identifier, & I'aide d’un calcul & I'ordre dominant, les valeurs éventuellement
calculables des angles de mélange, ainsi que les relations éventuellement naturelles entre ces
angles de mélange et les rapports de masse des fermions. Cette méthode a été utilisée avec
fruits pour déterminer la seule valeur éventuellement calculable de 1’angle faible (redécouverte
des théories de grande unification), ainsi que les seules relations éventuellement naturelles
entre un rapport de masse et deux constantes de couplage — dans un modéle de Yukawa &
deux fermions (redécouverte de la brisure spontanée de la symétrie).

Dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs et deux générations de fermions, I’étude
des conditions de calculabilité de ’angle de Cabibbo a prouvé que seuls les mélanges triviaux
peuvent étre comptés pour calculables. Il en va de méme pour les paramétres de la matrice de
Kobayashi-Maskawa dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs et trois générations de
fermions. Or un mélange trivial & I'ordre le plus bas demeure trivial & tous les ordres en théorie
de la perturbation. Cette solution, incompatible avec les données expérimentales, a donc di
étre rejetée.

Cependant, on a montré qu’il existe un ensemble infini de relations finies & 'ordre d’une
boucle entre ’angle de Cabibbo et les rapports de masse des quarks. Cet ensemble, paramétré
par une constante d’intégration A, peut étre réinterprété comme 1’ensemble des valeurs attri-
buables au parameétre A\, univoquement défini en termes de ’angle de Cabibbo et des rapports
de masse des quarks. Ce paramétre est fini & 'ordre d’une boucle. Plus généralement, on a
montré qu’au sein du Modéle Standard & un doublet de Higgs et n générations de fermions,
il existe n — 1 paramétres finis & 'ordre d’une boucle. Ces paramétres sont des fonctions des
angles de mélange et des rapports de masse des quarks. Afin de pouvoir rendre compte des os-
cillations de neutrinos observées ces derniéres années, les neutrinos droits sont introduits dans
le Modé¢le Standard (les termes de Majorana sont interdits a l’aide d’une symétrie globale).
Cette extension minimale du Modéle Standard a pour effet de doubler le nombre de para-
métres finis & 'ordre d’une boucle. Par analogie avec 'universalité de la charge électrique, un

87



88 CHAPITRE 6. RELATIONS FINIES

principe d’universalité de la charge de Yukawa est alors défini, lequel conduit & I'identification
des parameétres finis & 'ordre d’une boucle. Les prédictions qui découlent de ces identifications
sont remarquablement corroborées par les données expérimentales disponibles. En particulier,
on songe a la détermination du rapport m,/mg (~ 1/3), a la sélection d’une solution (LOW)
pour le probléme des neutrinos solaires et & la proposition d’une configuration (modéle a deux
pentes) pour le spectre de masse des fermions du Modéle Standard.

Il convient toutefois de souligner que la nature des résultats obtenus est conjecturale dans
la mesure oil les conditions de naturalité établies & 1'ordre dominant sont nécessaires mais
insuffisantes. En outre les fondements symétriques de cette éventuelle naturalité et du principe
d’universalité suggéré demeurent inconnus. Ces résultats ne pourraient étre définitivement
confirmés (ou infirmés) qu’a la lumiére de ces fondements (pour autant qu’ils existent), ou,
pour le moins, a ’aide d’un calcul aux ordres supérieurs en théorie de la perturbation. Mais
ne fiit-ce qu’a I'ordre d’une boucle, I'existence méme de ces paramétres stables et la proximité
de leurs valeurs expérimentales (puisqu’en les identifiant, on aboutit aux prédictions évoquées
ci-dessus) méritent plus qu’un détour...

Terminons enfin en notant que la généralisation de l'approche perturbative développée
au cours de ce travail aux structures de Higgs plus complexes (plusieurs doublets, triplets,
quadruplets,...) permettrait probablement de dégager un vaste ensemble de relations finies a
I’ordre d’une boucle. Parmi celles-ci figureraient les relations naturelles associées & toutes les
symétries horizontales possibles et imaginables, puisque par essence, une relation naturelle est
finie & tous les ordres en théorie de la perturbation. Si l'on parvient a contourner les obstacles
techniques qui jalonnent les développements mathématiques (augmentation du nombre de
couplages, et, dés lors, du nombre de paramétres intervenant dans les équations différentielles
a résoudre) cette approche devrait permettre de dresser un véritable catalogue des relations
naturelles et des groupes de symétrie qui leur sont associés.
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Addendum : Alors que la rédaction de cette dissertation arrivait & son terme, les premiers
résultats de KamLAND ont été publiés [99]. KamLAND est le nom d’un vaste projet expéri-
mental destiné a recueillir a 'aide d’'un nouveau détecteur situé dans les mines de Kamioka
(Japon), les anti-neutrinos électroniques issus des des désintégrations [ inverses au sein des
réacteurs nucléaires environnants (distants de cent a deux cents kilométres de Kamioka). Le
nombre d’anti-neutrinos électroniques ainsi obtenus, d’une énergie moyenne de quelques MeV
est comparé au nombre d’anti-neutrinos électroniques attendus. Le déficit observé des anti-
neutrinos électroniques permet non seulement de renforcer la thése selon laquelle les neutrinos
sont effectivement doués d’une masse, mais en outre, d’exclure (avec plus de quatre écarts-
type) les solutions solaires dites LOW, SMA et VO, pour ne plus retenir que la solution dite
LMA [100]. Ces résultats expérimentaux sont en contradiction avec les conclusions théoriques
dérivées de ’analyse du secteur leptonique conduite au chapitre 6 de la présente dissertation.
En effet, celles-ci privilégiaient la solution solaire LOW, laquelle était la seule & permettre un
accord entre 'hypothése d’universalité définie dans la section 6.4, I’hypothése d’une extension
leptonique minimale du Modéle Standard introduite dans la section 6.3, et I’hypothése de hié-
rarchie forte (semblable a la hiérarchie observée dans le spectre de masse des quarks, et dans la
matrice de Kobayashi-Maskawa) évoquée page 80. Si I’on souhaite conserver ’hypothése d’uni-
versalité (souhait fondé sur le succeés de 'universalité dans le secteur hadronique), la premiére
hypothése a relacher est celle de la hiérarchie forte (auquel cas les simplifications de la page 80
ne sont évidemment plus de mise). Une étude approfondie de 'expression (6.23) pourrait alors
conduire & la reconsidération de la solution LMA, pour autant que les éléments de la matrice
de mélange leptonique le permettent (une fois ’hypothése de hiérarchie forte abandonnée, les
éléments de la matrice de mélange perdent leur caractére négligeable). L’intérét d’'une telle
étude résiderait donc également dans I’éventuelle prise en considération des angles de mélange
Outm €t Oso1, lesquels “découplaient” dans le cas d’une hiérarchie forte ol seuls importaient
les ordres de grandeur des rapports de masse. Il conviendrait ensuite d’envisager la présence
éventuelle de termes de Majorana pour les neutrinos, c’est-a-dire de relacher I’hypothése qui
concerne ’extension minimale du Modéle Standard; le nombre élevé de paramétres prove-
nant de la matrice de masse générale des neutrinos permettrait sans aucun doute la prise en
considération de la solution LMA pour les neutrinos solaires.



90

CHAPITRE 6. RELATIONS FINIES



Annexe A

Le modéle de Wyler

On considére le Modéle Standard a trois doublets de Higgs ®g, ®1 et 5, et deux générations
de fermions [40].

A.1 Symétries et lagrangien

Au groupe de symétrie vertical SU(3). ® SU(2)r, ® U(1)y on ajoute la composante ho-
rizontale Ds3. On considére en outre le groupe Zo. Le groupe diédral D3 est isomorphe au
groupe symétrique S3, groupe discret fini. La structure de ses représentations irréductibles est
examinée page 95.

Les champs du Modéle Standard sont rangés dans les représentations irréductibles des
groupe Dj et Zo. Sous D3, on a : ug un singulet de la représentation triviale; cg un singulet de
la représentation alternée; (sg dR)T un doublet ; (¥ \I/LQ)T un doublet, ott ¥y, 1 et Uy o sont
les doublets d’isospin faible de la premiére et de la deuxiéme génération, i.e. ¥y = (up, dL)T
et Wro = (cp s1)T; ®¢ un singulet de la représentation triviale; (®; ®2)” un doublet. Sous
Zs, on a : D un singulet de la représentation impaire; et tous les autres champs vivent dans
la représentation triviale.

Dans le secteur de Yukawa on écrit le lagrangien général invariant sous les transformations

du groupe SU(3). @ SU(2), @ U(1)y :

Ly=(¥ry Wro) T dr\®o+ (¥r1 Wro) Ty dr\ 1+ (V1 Vi2) 5 dr) P2
SR SR SR

+ (U1 Uro) T8 (up\Po +(Ur1 Cro) TL (ur\ @1 +(¥r1 Ur2) T2 (ug) s,
CR CR CR

dont on impose en outre 'invariance sous les transformations du produit D3 ® Zs. L’invariance
de Ly sous la transformation &3 — —®g implique que T’ 2 =T% = 0. Il y a découplage
du doublet de Higgs ®g dans le secteur de Yukawa. Quant & I'invariance sous Dsg, il suffit
de considérer les transformations correspondant aux éléments nécessaires pour engendrer le
groupe, c’est-a-dire les générateurs. Ils sont au nombre de deux. On les nomme A et B. On
montre en fin de chapitre que leurs représentants bidimensionnels s’écrivent

() e ),
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avec w = e 3 . Pour le secteur down, en vertu de ’équation (3.7), I'invariance sous la transfor-
mation A

(U1 o) — (Pr1 Vo) (w?
w b
() — () ()
| — s
SR w SR
conduit au systéme
) ) )=~ )
w) \Tgo1 Tgoo w Pior Lo
<w2 > (Fgln Félz) <W2 >w2 _ <F§lll 11212) :
w/ \I'gor TG w Paor Too
dont les solutions s’écrivent

F2
r}l:( r > et r§:<d11 )
d22

L’invariance de Ly sous la transformation B

(U1 Uro) — (Ur1 Uro) <1 1> ’

()= () (@)
()= ) @)

()G )=
() () 6= ()

et on aboutit a ’expression des couplages de Yukawa, :

Tl = < c) et 2 = <C ) . (A.1)

Pour ce qui est du secteur up, a partir de 'invariance de Ly sous la transformation A

(Ur1 ¥ro) — (Y1 Vo) <w2 w> ;
()= ()
() — ()G

entraine alors
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on dérive les contraintes sur les couplages :
<W2 ) <F%11 F%u) w2 = <F1}11 F%w)
w) \Tya1 Tyoo Puor Tugo
<w2 ) (qul Féu) w = (F§11 F§12>
w) \Iyar Tha Duor Tho
dont on extrait les solutions intermédiaires :

I? 2
Il — ( > ot 2 — < ull u12> ‘
“ Tiiz i “

Et 'invariance sous la transformation B

(U1 Upo) — (U1 ¥ro) <1 1> ’

() = () (52
) —( )G

1 F%Lll FQQLIQ 1 —

1 -1) F11121 F11122 ’
1 1 _ lel F12112

1 F@in F11L22 -1) .

Enfin, on résoud ce systéme pour aboutir aux solutions :

rl = <a _b> et r2 = <“ b) . (A.2)

Dans le secteur de Yukawa, on a dérivé le lagrangien général invariant sous les transformations

du groupe SU(3), @ SU(2)r, @ U(1l)y ® D3 ® Zs :

Ly = (U1 Upo) <8 2) <§2> o, + (Fr1 TLo) (8 8) <Csl§> P,

+ (Fp1 o) (2 _3)) (ZR> 5, + (o1 ¥2) <g g) <?;R> &,

implique que

ou encore :

Ly = a(Vp1ur®s + Uroup®y) + b(Vp1cpPe — U ocr®y) + (U 1dp®Py — Uposp®).
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A.2 Relation naturelle

Apreés avoir développé une valeur moyenne dans le vide non nulle, les champs scalaires sont
redéfinis ; les fermions se trouvent doués d’une masse :

cv2 avy  buj
My = t M, =
d ( cvl) ¢ “ <cwf —but )’

avec v1 et v les valeurs moyennes dans le vide des champs scalaires ®; et ®, respectivement.
Le produit hermitien ]\4deJr est diagonal; on en extrait les valeurs propres et ’angle
correspondant & l'orientation des vecteurs propres :

mq = |eva|
ms = ‘C'Ul‘ ) (A3)
0;=0.

Dans le secteur up, on cherche a diagonaliser le produit hermitien

MM <<|a|2 Rl (af? - |b|2>v;v1>

(lal* = p*)vive - (lal? + [b]*)]v1

On peut calculer les invariants tr MHMJ et dét MUMJ et déterminer des combinaisons de
valeurs propres :

my, +mg = (Jal* + b)) (Jor]? + [v2]?) (A4)
mi - m2 = Alal*[b*v1*va]?
et I’angle correspondant & l'orientation des vecteurs propres :
1 (lal* — [p]*)[1]lve]
—tg 260, = , (A.5)
2770 (lal + B2 (|v1 [ = Joa]?)

Sachant que 'angle de Cabibbo s’exprime comme la différence 8o = 65 — 0,,, et combinant les
équations (A.3), (A.4) et (A.5), on obtient

(ltg%c)? = ( (la = [b]*)[va][vo] >2

2 ([l + [B2) (Jor 2 = Tv2P?)

(\vluvzr )2_<\v1\2+\v2|2>2< 2]al[b]|v1|[ve)] )
012 — Jvz? 012 = Jv22) \ (01> + [022)(lal? + [b)
Mgy 2 mg—l—mi 2 My Me 2

(a) ~ (o) (o)

1 2 2\ 2
Ligane = e \/1 - (e, " 46)
mg —my mams  my, + mg

ou encore :
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A.3 Le groupe diédral

A.3.1 Généralités

Le groupe dihédral D,, est composé des opérations de symétrie sous lesquelles un polygone
régulier & n sommets demeure invariant. On note que le groupe de symétrie Ds, discret et
fini, est isomorphe au groupe Ss des permutations de trois éléments. Il s’agit d’un groupe
d’ordre 6 ; les permutations de trois éléments (1, 2, 3) peuvent étre étiquetées par la combinaison
d’éléments (i1,12,13) a laquelle elles aboutissent. En extension, on a

SS = {(17 27 3)7 (27 17 3)7 (17 37 2)7 (37 27 1)7 (37 17 2)7 (27 37 1)} .
On peut regrouper les éléments de S5 en trois classes dites d’équivalence :

{(1,2,3)},  {ZL3),13,2)},  {(321),6,1,2),21,3)},

A savoir, telles qu’elles réunissent chacune des permutations équivalentes — permutations reliées
entre elles par un opérateur d’entrelacement appartenant au groupe (i.e. il y a équivalence entre
T et 7' =0 10, V1,0 € S3). Le nombre de classes d’équivalence d'un groupe fini correspond
au nombre de ses représentations irréductibles. On sait que le groupe symétrique S, admet
deux représentations de dimension un : la représentation triviale, associant 1 a chacun des
éléments du groupe, et la représentation alternée, associant & chacune des permutations sa
signature (1 ou —1). Or, 'ordre du groupe est égal a la somme des carrés des dimensions de
ses représentations irréductibles; donc la troisiéme représentation irréductible de Ss est de
dimension 2 (i.e. 6 = 12 + 12 + 22).

A.3.2 La représentation bidimensionnelle

On peut construire les matrices de la représentation bidimensionnelle en considérant les
permutations des sommets d’un triangle équilatéral dont le centre est situé a I'origine des axes
x et y sur le plan R?. On écrit respectivement le représentant de I'identité, le représentant de
I'inversion de deux sommets, et le représentant de la rotation d’un angle de 27/3 autour de
Iorigine :

1 —1 —1/2  V/3/2
R123) = < 1) ; Ri13) = < 1) ; Riz12) = <_\/§/2 _1/2> ;

a partir de quoi, par multiplication, on génére tous les représentants du groupe. 1l est aisé de
montrer que cette représentation est irréductible et qu’elle correspond dés lors & la représen-
tation bidimensionnelle recherchée. En effet, on remarque que

[R3,1,2), Re2,1,3)] # 0.

Ces deux matrices ne sont donc pas simultanément diagonalisables; et la représentation est
indécomposable. Or elle est unitaire ; donc elle est irréductible. On choisit maintenant une base
dans laquelle la matrice R(3 ;o) est diagonale; le changement de base s’exprime a 'aide de la
matrice V' des vecteurs propres de Rz 9) :

R/(3,1,2) = VTR(3,1,2)V,
Riyy3) = VTR(2,1,3)V,



96 ANNEXE A. LE MODELE DE WYLER

avec

v= (e )

o2im/3 1
/(3,1,2) = ( 6—2m/3> et RI(2,1,3) = <1 >

correspondent précisément aux générateurs A et B utilisés dans la section précédente.

Et les matrices



Annexe B

Le modéle de Yukawa

On souhaite calculer a I'ordre d’une boucle les contributions divergentes des corrections ra-
diatives aux paramétres libres et sans dimension (r = my/ma, g1 et g2) du secteur fermionique
du modéle de Yukawa & deux fermions examiné au chapitre 4.

On reprend le lagrangien (4.12) :

2
L4 = 50u00"0 —V(9) + 3 {Bali § — mate — gutiatiad}
a=1

avec V(¢) = '“2—2ng + O(¢?) et, en général, g; # go et m1 # mo. On exprime ce lagrangien en
termes des composantes gauche et droite wa}L?, = (1 £ 75)1a/2 des spineurs 1, :

2
La= % 00" =V (¢) + Z {Yari Par + Yari Par — ga¥aLVa RO — Ja¥a RYaLd} -
a=1

Les champs, les masses et les constantes de couplage sont renormalisés :

Uop — W, = (24 )20,

V,r ‘I’ZR = (Z\%R)_%\I’aRa

6 — ¢ =(Z,) 70,

ma — ml, = (Z23,)3(24 )2 (Z8)  ma
Ja gy =(23)3(23,)3(Z,)2(Z8) g

On calcule ces constantes de renormalisation & l'ordre d’une boucle. Dans les diagrammes,
une croix représente l'insertion d’un terme de masse. On note que chaque insertion de masse
implique 'insertion d’un nouveau propagateur, et donc la diminution du degré de divergence
du diagramme. Les contributions divergentes des diagrammes sont extraites a 'aide de la
régularisation dimensionnelle. Désignant les termes finis par “t.f.”, on a pour le champ gauche
du fermion a :

el = g2 4/2D t.f.
- R L igy ¥/ +

avec le facteur divergent D = (47)722/€ ol € = 4 — d est le paramétre de régularisation. Par
symétrie, le calcul est identique pour le champ droit du fermion a. Pour la renormalisation du
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terme de masse du fermion a, on évalue le diagramme suivant :

- = iggmaD +  t.L

—— = iggmaD + t.f

On calcule enfin le seul diagramme contribuant & la renormalisation de la fonction d’onde du
champ scalaire! :

Q = ilgi +g)2* D + tf.

A T'aide de ces résultats, on procéde a I’évaluation des constantes de renormalisation :

74, =1—-g2/2D,
Z4,=1-g:/2D,
Zym=14+g.D,
Z¢=1+g.D,
Zs=1-2(gi +45) D,

pour obtenir enfin, en introduisant ces résultats dans les expressions de la page précédente, les
contributions divergentes des corrections radiatives aux paramétres r = mq/mao, g1 et g :

3
or=-r=(¢f — ¢3)D,

2
1

091 = —g15 (591 +202)D ,
1

692 = —925(595 +2¢7)D.

1On observe en effet que la contribution divergente des diagrammes

ne dépend pas de la quantité de mouvement transportée, et n’intervient donc pas dans la renormalisation de
la fonction d’onde du scalaire.



Annexe C

Les couplages de Yukawa

Dans la suite on utilise indistinctement ’adjectif “corrigé” et “renormalisé” pour qualifier
des objets (matrice de masse, rapport de masse, angle de mélange,...) complétés par la partie
divergentes des corrections radiatives qui les affectent. Tous les calculs sont effectués a 1’ordre
d’une boucle; lorsque la chose n’est pas précisée, elle est sous-entendue.

C.1 Les matrices de masse

Dans le Modéle Standard & un doublet de Higgs et n générations de quarks, on calcule &
I’ordre d’une boucle la partie divergente des corrections radiatives aux matrices de masse des
quarks. On considére les matrices de masse dans la base faible. Ces corrections impliquent des
diagrammes de self-énergie et des diagrammes “tétard” comme

_ ’/ \)
»& T T SN (o )
u u u t u t

Cependant, parmi les paramétres contenus dans les matrices de masse, seuls les rapports
de masse des quarks et les angles de mélange nous intéressent. Par conséquent, parmi les dia-
grammes corrigeant les matrices de masse, on ne sélectionne que ceux dont la partie divergente
affecte les rapports de masse et les angles de mélange. Afin de pouvoir les sélectionner, on se
replace dans la base physique. L’électrodynamique quantique et la chromodynamique quan-
tique sont insensibles a la saveur. Dés lors les rapports de masse de quarks de méme charge et
de méme couleur ne sont affectés ni par les corrections électromagnétiques, ni par les correc-
tions fortes. Cet argument demeure valide pour les diagrammes impliquant les polarisations
transverses des bosons vectoriels Z et W, ainsi que pour les diagrammes “tétard”. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que la contribution (divergente) de tous ces diagrammes a
la renormalisation des rapports de masse des quarks s’écrit :

Mu (1+C,+Co+Cz+Cw+Cr)my  my

me (1+C,+Cq+Cy+Cw+Cr)yme  me

ou C,, Cqg, Cz et Cy proviennent respectivement de I’échange d’un photon, d'un gluon, d'un
Z transverse et d’'un W transverse, tandis que Cp provient des diagrammes “tétard”. Ces
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contributions C' sont identiques pour n’importe quel quark de type up — pour ce qui concerne
la partie divergente. On peut évidemment appliquer le méme raisonnement aux quarks de type
down. Pour ce qui est des angles de mélange, la preuve est encore plus directe puisque aucun
des diagrammes évoqués ne génére une correction divergente non diagonale a la matrice de
masse diagonale nue (les corrections non diagonales dues aux polarisations transverses du W
sont finies). En d’autres termes, les seuls diagrammes & considérer sont les self-énergies des
quarks dues a ’échange d’un scalaire (boson de Higgs ou would-be-goldstone). Ce qui n’a rien
d’étonnant dans la mesure ot les scalaires sont les seuls champs sensibles aux différences entre
les générations de fermions.

Apreés brisure spontanée de la symétrie, dans la base faible, le lagrangien du secteur de
Yukawa hadronique du Modéle Standard s’écrit (voir page 31) :

Ly = agledret + diTadre® + delliupe™ + dplldpe"*
+ arlyure®™ — dplyupe™ + aplhure® — aplldret
+ dr, Mydgr +  arMyurp + dRMdeL + HRMdTuL

Le champs et les paramétres de ce lagrangien sont renormalisés par les constantes (infinies)
suivantes :

uLpr —— Upp = (Zg,R)_%uL,R
drr +— dpp = (Zg,R)fédL,R
My ~— M, = (Z})%(Zu,) "Mu(Z4)3
My ~— My = (Z})2(Zu,) " Ma(Z3)?

A Tordre d’une boucle, on calcule ces constantes de renormalisation. Pour la construction et
I’évaluation des diagrammes, on développe le propagateurs fermioniques en série autour du
propagateurs d’un fermion de masse nulle (on utilise les propagateurs des fermions de Weyl
droits et gauches). Dans les diagrammes, une croix figure I'insertion d’un terme de masse. On
note que chaque insertion de masse implique 'insertion d’un nouveau propagateur, et partant
la diminution du degré de divergence du diagramme. Pour les champs gauches des quarks de
type up, on a :

e \(ﬁ)* P \(p+
/ \ 4 | ., €
S V7§ 8 RS ) /A [
u Uy U u dy u 2

avec € = (# In ﬁ—;) ou A est un cut-off et p une échelle d’énergie arbitraire. Pour les champs
gauches des quarks de type down, on a :

¢ )

Ve ~ Ve ~
/ \ /

/ \ / \ €
> \ + > \ — iﬁ_

.0+ T, 00 + tf,
l-'IR uL uR uR dL uR 2
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et pour les champs droist des quarks de type down

- -0
/ \ / \ €
— S — Zﬂ—

— — 5 Ll +Talh] + ok
R L R R L R

Les constantes de renormalisation des termes de masse se calculent de la méme maniére. Pour
les quarks de type up on a :

%

el = GeDgMIT, 4+ tf.,
U 0 dr U hd

Les diagrammes impliquant plus d’une insertion de masse font intervenir plus de trois propa-
gateurs fermioniques et sont donc finis. De méme, pour les quarks de type down on a :

=@
/ \

el e v = el MIT; +  tf
dy u U d, e

On note que contrairement aux champs des quarks, les termes de masse ne sont pas renorma-
lisés par les courants neutres. A I'aide de ces diagrammes et sachant que M, 4 = vI'; 4 ol v
est la valeur moyenne dans le vide du champ scalaire avant brisure spontanée de la symétrie,
on obtient aisément ’expression des constantes de renormalisation :

Z¢=1-[0,Th + gl Z§ =1 - ¢, + 1,00,
Z% =1—-§[0,0h + T, Z% =1 £[0y0h + 10t (C.2)
Zm, =1— €Tyl Zy, =1 — €T, T,

et on vérifie que Z¥ = Z}f conformément a la structure électro-faible de la théorie. Pour étre
complet, nous devrions ajouter a chacune de ces expressions un terme proportionnel a I’identité
dans ’espace des saveurs, qui tiendrait compte des contributions électromagnétiques, faibles
transverses et fortes, ainsi que de celles des diagrammes “tétard”. Mais & nouveau, il n’importe
pas d’en rendre compte dans la mesure oil ces résultats seront appliqués a la renormalisation
des seuls rapports de masse et angles de mélange. A partir des expressions (C.2), on dérive les
corrections aux matrices de masse dans la base faible

M! = M, + e [MyM} M, — M,M]M,],
M}y = My + e [M, M} My — MyM) My ,

et dans la base physique

Ul M,Ur = Dy + €[KD3K'D, — D],
ViM)Vg = Dy + e[ K'D2K Dy — DY,
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2
2

avec, cette fois!, e = %v

(ﬁ In 2—;) et ou D, et D, sont les matrices de masse diagonales nues
tandis que K = UEVL est la matrice de mélange nue (voir page 31). Rappelons également que
Uy, et Vi, diagonalisent respectivement MUMJ et MdMg. On réécrit ces derniéres expressions
en définissant les matrices de correction €, = ¢ [KD3K'D, — D3] et ¢4 = ¢ [K D2K Dy — D3],
et les matrices de masse corrigées exprimées dans la base physique M)/ = U;JM{LUR et M =

VI M}Vg. On a :

M) =Dy, + e, ,
M”:Dd—l—ed.

On peut maintenant procéder a la bidiagionalisation des matrices M, et M) et au calcul
explicite des matrices de correction €, et €5 dans le Modéle Standard & deux et & trois généra-
tions de quark. Les valeurs propres conduiront aux rapports de masse corrigés, et les vecteurs
propres aux angles de mélange corrigés. Tous les calculs seront effectués au premier ordre en
€.

C.2 Modéle a deux générations

On cherche & bidiagonaliser les matrices M, et M/ dans le Modéle Standard a deux
générations de fermions, i.e.

Ity /
UL M,Ugp =D, ,
It sty ! /
Vi MgVg = Dg,
ou Dj, et D/, sont les matrices de masse renormalisées diagonales. Pour ce faire, on diagonalise
les produits hermitiens MM et M 1 M:{Jr :

UMM, TUL = D
viiMi MV = D? .

C.2.1 Diagonalisation des matrices de masse corrigées

En termes des éléments €,;; et €4;; des matrices de correction, on a les expressions

2
A — [ + €u11 €112 et — (M +2Mmyeu11l My€y21 + Me€y12
— " )
“ €u21 Me + €422 ’ v M€y 21 + M€y 12 mg + 2me€y 22
2
M — (Matean €412 Mot = mat 2mg€q11 md€2d21 + mseq12
€421 ms + €522/ d="d Mgeqol +Ms€qia My + 2mgeqo

On note que les matrices de correction sont réelles (ce qui est propre au modéle a deux généra-
tions). On résoud les équations aux valeurs propres dét (M/My! — \I) = 0 et dét (M 4 UIIIT —
Agl) = 0. On a les solutions A, = {m2+2my e, 11, M2 +2meey0} et Ay = {m§+2mded11,m§+
2mgeqoo}. 1l s’agit maintenant de construire les vecteurs propres. On observe que les matrices
hermitiennes M,/ M et M o MCI;T sont symétriques. Par conséquent, les matrices unitaires Uy,
et Vi, qui les diagonalisent sont orthogonales. Elle sont caractérisées par les angles 6, et 6,4,

respectivement. On calcule? ces angles. On obtient alors aisément les matrices des valeurs

1On a absorbé un facteur %U% dans e.

ZVoir & ce propos I'équation (C.4) dans la section suivante.
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propres et des vecteurs propres des parties hermitiennes de M,/ et M/ :

My, + €411 , 1 0u
D/ — u u U —
“ < Me 4 €422) L -0, 1 ’
mq + €411 / 1 Oq
D/ = V frnd
d ( ms + €d22> ’ L (—0d 1 ) ’
avec
0. — M€y 21 T M€y 12 ot 0, — Mi€qo1 + Ms€q12
v m2 —m?2 d m2 — m?j

Sachant que la matrice de mélange corrigée est définie par K’ = U/LTK Vi, onaby =0c—0,+0,.
En termes des éléments €, ;; et €4;; des matrices de correction, on exprime finalement les masses
et I’angle de mélange corrigés :

/ /

My, = My + €411, me = Me + €422, 0, = 0, My€y21 + Me€y12 | My€EG21 + Ms€q12
I /I C — -

My =mq + €411, My = Mms + €422 , m2 —m2 m2 —m?

C.2.2 Les matrices de correction

Il reste de calculer les matrices de correction €, et €4 définies a la fin de la section C.1. On a
immédiatement :

m3cos? Oc + m? sin® g — m?) ,

€ull = €My u
2
S

(
€12 = €me(ms — mﬁ) sin ¢ cos O¢

€uol = € mu(mg — mi) sin f¢ cos O

2 cos? 0c + mAsin® 0o — m?) ,

€y22 = Emc(m c

€q11 = emg(m?2 cos® ¢ + mg sin? 6 — mg) ,

€412 = €My —m?)sinfc cosfc ,

m?2 —m?)sin f¢ cos b

2
u
2
u
_ 2
€421 = €Mg\m,,
2
C

m?2 cos® O + m?2 sin? e — m?) .

€422 = €My

Introduisant les éléments de ces matrices dans les expressions des masses et de ’angle corrigés,
et définissant les rapports de masse nus ry, = my/m. et rq4 = mg/ms, on obtient finalement

A [(mfl — mg) cos 20 — (mi - mg)] )

rh=rq+erg [(m2 —m?)cos20c — (m2 —m?)], (C.3)
/ 1+r2, oy, 1477 5 2 o
O =0c +¢€ 4(m35 —m3) + 4(mz —mZ)| sinfc cosbc .
1—7",“ 1_Td
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C.3 Modéle a trois générations

Dans le Modéle Standard a trois générations de fermions, on veut bidiagonaliser les matrices
M. et M}, c’est-a-dire diagonaliser les produits hermitiens M, MV et M 4 MgT :

UiMIUy = D, UMM Uy = D2,
Vi MV =Dy Vi MMV = D}

ou D, et D/, sont les matrices de masse renormalisées diagonales.

C.3.1 Diagonalisation des matrices de masse corrigées

Pour le secteur up, en termes des éléments €,;; de la matrice de correction, on a les
expressions

My, + €411 €u12 €u13
14
M, = €u21 Me + €422 €423 ,
€y 31 €y 32 My + €433

2
mu+2mu‘€u11’ mu@igl""mceulﬂ mu6231+mt6u13
" "t _ 2
MuMuT— My €421 + Me €19 ME+2me|ey22] M€ 39 + My €03
* * 2
My €431 + My €513 Me€usa +Mp€hos My + 2my €33

Elles sont analogues pour les matrices M/ et M/ MZ;T du secteur down. On procéde a la
diagonalisation explicite de la matrice M)/ MJT. La démarche est identique pour la matrice
M) M(;/T. On résoud Péquation aux valeurs propres dét (MM, — A,I) = 0. On a les solutions
Ay = {m2 +2my |eu11], m2 +2me |eu2a], m? +2my ey 33|} 11 s’agit maintenant de calculer les
vecteurs propres de la matrice 3 x 3 M/ M{ﬁ ou, plus précisément la matrice Uy, des vecteurs
propres. On choisit de décomposer le calcul en trois étapes, et de diagonaliser successivement
les trois “blocs” 2 x 2 de la matrice compléte. A cet effet, on introduit quelques éléments
techniques concernant la diagonalisation des matrices 2 x 2.

Une matrice S, 2 x 2, réelle et symétrique, est diagonalisable par une matrice O, 2 x 2,
réelle et orthogonale : 0TSO = Dg, o

a ¢ cosf sind
5= <c b> ' 0= <—Sin9 cos@) ’ (C4)
avec a,b,c € R et tg20 = 2¢/(b — a). Une matrice H, 2 x 2, hermitienne est diagonalisable par
une matrice U, 2 X 2, unitaire : UtHU = Dy, ou

a c 1 cosf sind el
H= <c* b) ’ U= < e“’) <—sin9 cos@) < em> ’ (C.5)

avec a,b € R et ¢ € C, tandis que tg20 = 2|c|/(b —a) et tgp =i(c—c*)/(c+ c*). a et B sont
arbitraires et peuvent étre choisis nuls.

On note que la matrice de correction €, est a priori complexe puisqu’elle comporte des
éléments de la matrice de mélange nue, elle-méme complexe. Avant de procéder au calcul
proprement dit des vecteurs propres de la matrice M{LM{LT, on vérifie que 'on peut le faire
pour l'un de ses “blocs” 2 x 2. Si I'on désigne par H le “bloc” 12, alors on a : UTHU = Dy, ou

H= <m3+2mu|€11| Or ) : U:< L 9) , (C.6)

1o m2 + 2m, |exs] —etrh etr
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avec O1g = My €5 +me €12, 0 = |my €51 + meera]/(m2 —m2), tgp = (012 — 0%5) /(012 + O%).
Pour des raisons de clarté, et ce jusqu’a l'obtention des vecteurs propres, on omet délibérément
I'indice u des éléments de la matrice €, et de toutes les quantités qui s’y rapportent (6%, p*
et Ofy) et s’y rapporteront (6, pi et OZ“]) On observe que, si 'angle 6 s’écrit comme un
terme d’ordre un en €, il n’en va pas de méme pour la phase p qui est d’ordre zéro en e¢. On
peut maintenant construire la matrice Uy, des vecteurs propres de M,/ MJT. On diagonalise
successivement les “blocs” 23, 13 et 12 de M|/ M{L/T. Au cours de chacune des trois étapes, la
matrice perdra tour a tour deux éléments non diagonaux. Au terme de la troisiéme étape,
elle sera donc complétement diagonalisée. Par souci de clarté, on renomme les éléments non
diagonaux de M/ M,/ :

*
O12 = my €31 + meer2,

*
O13 = my €31 +my €13, (C.7)
O23

*
mc 632 + mt 623 .

Premiére étape

1 m2 + 2my |e11] O12 O13 1
1 —e~tP1 @, 07y mg + 2me |622‘ Oa3 1 01
0 et Of3 033 mi +2my [ess)] —€tPL; eth
m2 + 2my |e11] O12 O13¢'P1
= (O3 m2 + 2me |e2z|
O34 e~ tP1 m% + 2my |e33]

Deuxiéme étape

1 —e~ P2 @, m% + 2my |€11] O19 O13 etP1 1 02
1 _ O3y m2 + 2me |e2z| ‘ T
0o e—ip2 Opze P m2 +2my |ess] —e'P2 0 e'r?
m2 + 2my |e11] O12
= 012 mZ + 2me |ezz]

m2 4+ 2my |ess]

Troisiéme étape

1 —eii_p3 03 mi + 2mq |611‘ O12 .1 63
03 e T2 mg + 2me |eaz| —e'P3f3  eths
1 m2 +2my |ess] 1

m2 + 2my |e11]
= m2 + 2me |e2z]

m2 +2my |ess|

Les angles 0; et les phases p; intervenant au cours des trois étapes sont définis par les expressions
suivantes :

0, = |me €59 + my €3] te py = M
mf —m2 ’ Oa3 + O34 ’
[, €51 + my €3] O13 — O3
Gy = t + =—2 C.S8
0y = [y €351 + me €12 te ps = O12 — 03,
mg —m ’ O12 + O],
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La matrice des vecteurs propres de M{L’MJT s’obtient en multipliant les matrices des trois

étapes de la diagonalisation :

1
Up = 1

—elr 04

1 02

01 1
etri _etpr2 0 etr2

1 0

1

En termes des éléments €,;; de la matrice de correction, les matrices des valeurs propres et
des vecteurs propres de la partie hermitienne de M,/ s’expriment finalement :

My + |€y 11|
D; = Me + €y 22| , (C.9)
my + |€u 33
1 6y 0y
Up=| —e€ry e'rs erzor |, (C.10)

—et (P +p3) 0y —¢t (Pt +r¥) oL ¢ (Pt +p3)

ou l'on a réintroduit les indices u pour distinguer le secteur up du secteur down. Précisément,
les matrices D/, et V] des valeurs propres et des vecteurs propres de la partie hermitienne de
M/ s’obtiennent en subsituant dans ces expressions les masses mg, mg et m; aux masses My,
m. et my, ainsi que les indices d aux indices u des éléments des matrices de corrections, des
angles 0% et des phases p¥ (et bien entendu des éléments O% non diagonaux de la matrice

M M{L/T) On peut maintenant calculer la matrice de mélange corrigée K' = UgK Vi

1 _e—irY o _e—t(pTHPY) oy
0y i Py _e— i (pTHPY) o
0% eirE o G )
cocs cos3 szefi‘s
—c1583 7515263615 cics 7818283616 s1co
s1s3 — c1sacze’ —s1c3 — c1sgs3e’ ciea
1 04 0
. d °d .
—e'P3 Gg e'P3 e' P2 Bfl
s (4 d . od d .o d d
_et (PTFrP3) 9421 _et (PTHr5) Gfl et (PT+P3)
egC2C3 Bgcgcg
c2c3
. d . od
; . ip d ip
—ip¥ cgsge '3 07 cosge’ P2
—0% (—c1s3 — sysacze’ O)e TIP3 te2ss t01c2s3
) i i (pd u . . od d
; i (oYU _pu _ 8y i (pg—p%) —id i (pT+rg)
—05 (s1s3 — c1sacge’ 5)5 i(pi+r3) 03 (c1c3 — s1sasge “)e 373 +sge e’ \WP1 P2
; cod _u_u dld w
; d u . o i8y i - - u i + —
7GgCQS3elp3 —05(—s1c3 — c1s2s3e " )e (P3=rPT—r3) —03s1c2e (pT+p5—p3)
i i (pd d i (pd d u u
. Cod d d —i6 i d 2 — —
—05spe” Ot (PITPY) —0fspem Pt PIHPE) —0dcicqet (PIHPE—PT —P2)

0%‘0203
P8y —ipY
+(—c1s3 — sispcze’ “)e” 13
) o ulw
= | =01 (s1s3 —C182C3615)€71 (p1 +r3)

. cood_u
79§(c1(;3 7515283616)61 (p3—r3)
: d d u

_ggslc2ﬁt(p1+p27p3)
u
05 cacy
) R _w
+9i‘(—cls3 —5182C3€L5)€ v P2
iP5 —i(pta ol
+(s1s3 — clsgcgebée i (py+r3)

d i 5
—05(—s1c3 — c1s2s3e" )

codyod_u_u
_93616261(p1+p27p17p2)

ol (oS —pY—p¥)

d P8y —ip¥
03 (—c1s3 — s1s2cze’ e r3

ipd
+6;¢253elp3
) od_u
+(cies — syspse’ O)et (PETPE)
P i i(pd_u_ u
—Gf(—slc:; _013283‘3»6)6;(;)3 ri—rg)
s ,d d u
70?51(;261 (P +pP5—p3)
: iU u
Gg(slsg, —clsgcgeq’é)e i (Y +r3)
u ipd
+05 casze '3
Y i i d_ _u
0% (c1cs — s1sasze’ O)el (P8—P2)
1 (c1es 15253
. cood o u o u
+(—s1e3 — espsge’ O)ef (PETPT—PY)

i (,d d u u
—9?«:102&’ (P +pP5—ri —r3)

d iy —ip¥
05 (—c1s3 — sysacge’ %)e 1 P3

+9f(6163 - 5182336i5)ci (ngpé‘)
+9§Lsge_iéei (plli'*'pg)

+sicoel (rf+rg—r%)
0y cget (PTHPE =P —pY)
9‘21(3133 - C15263ei 5)5*7; (pY+r8)
+9‘11(*5153 - Clszsgeié)ei (P‘zi—f”f—ﬂ“z‘)
U spe— it (PTHPD)

cood d_ _u
+6% sy cqe’ (PT+pP5—pP3)

odid ou_ou
+c1c267‘("1+p2 Py —r3)

qui ne correspond pas nécessairement a la matrice de Kobayashi-Maskawa corrigée exprimée
dans sa paramétrisation traditionnelle. En effet, puisque les matrices de correction €, et €4
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sont a priori complexes, tous les éléments de K’ risquent de ’étre. Avant d’identifier dans K’
les angles de mélange corrigés, il convient de la multiplier & gauche et a droite par les matrices
unitaires diagonales appropriées. Il est dés lors incorrect d’affirmer que K3 = 3’26*“5, ou que
K, = s)c,. Le plus sir moyen d’extraire de K’ les angles de mélange corrigés consiste a
travailler exclusivement en termes de modules. Par exemple, I'examen attentif des modules

des éléments K14, Kbs, K5 et K permet de conclure sans ambiguité que
9/ _ 3 !
5 = arcsin | K3,

0] = arcsin

LS 2|2
1—|Kig)*’

|Kél| (1 — |K13|2)2 — |K12Ké3|2 ‘I{11I{13[{23|2
2|K 13 3|

! .
3 = arcsin

8" = arccos

En développant (fastidieusement) ces identités, on aboutit a ’expression des angles de mélange
corrigés en termes des quantités 6}, 0;1, pi et pg, c’est-a-dire, indirectement, en termes des
éléments €, 5 et €q;;

! d U
0" 0 0 g
2 2 2 2
A Il I R o) —| i)
3 3 3 3
5 0
ou
< cos(p) =53 cos(pfl + pf) 0
sz cos(—6 + pf) c3 Cos( 5+ pf + p2) 0
Ag = 2% cos(—6 + Pl) 2273 cos(—4 + pf + Pz) cos(p) ’
2.2 2.2
Sg:gz““ sin(— (5 + p‘li) +e3S 516102 sm(pl) S§:32C‘;3 sin(—d -|— pl + p2) + 532 Slc1c2 sm(pl + p2) v Sln(p3)
cos(p¥) % cos(—8 + p¥ + p¥) c1232 cos(—46 + py)
0 c1cos(—6 + pY + p¥) s1cos(—0 + pY)
Au = 0 =5t cos(py + p3) £ cos(py)

242_.2 2 . 24242 2

Sllcl sin(p¥) 11_;2‘20;1 sin(—d + pf + py) + 51 L;SL; sin(p} + pY) :1.1‘22:21 sin(—4 + p§) + c1 L;SC; sin(pY)
sont des matrices 4 x 3. Rappelons que les quantités 6, Hd pit et pgi sont données par les
équations (C.8), tandis que les quantités O} et ij sont définies par les équations (C.7). De
I’équation (C.9), on tire 'expression des masses corrigées :

ml, =my + |eg11]

ml; = mq+ |eqii|,

= me+ |ey22|, my = my + |€ey33|,
= ms + |eq22|, my = my + |eqss| -

®» >0

m
m

Comme dans le modéle & deux générations, ’expression des masses corrigées n’implique que
les éléments diagonaux des matrices de correction, tandis que l'expression des angles corrigés
n’implique que les éléments non diagonaux des matrices de correction.
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C.3.2 Les matrices de correction

Il ne reste plus qu’a calculer les matrices de corrections €, et €5 définies & la fin de la section
C.1.On a:

2 2 2 2 2.2 2.2 2
€u11 = emy[mjcscs + micysy +misy —myg],

2 —id 2 —id 2 —id
€u12 = eme[mycaca(—c1s3 — s1sacze” %) + micas3(cies — sisasze” ') + mysicasae V0],

2 —i6 2 —16 2 —16
€y 13 = emyg[mjcacs(s1s3 — c1sacge” *°) + micas3(—s1c3 — cisesze” '°) + micicasee” PO,

€u21 = emu[mﬁcgcg(—qsg — swgcgeié) + micgsg(clcg — slsgsgei‘s) + mislcgsgei‘s] ,
7716) 2.2 2}
bl

2 ) —id 2 ) 2
€y22 = eme[my(—c1s3 — s1s2cze’®)(—c153 — s1sacze” %) + m5(c1c3 — s1s253€" %) (c1c3 — s1s253€ + mgsicy —m;

€423 = €My [mi(—qsg — 8182636_i6)(8183 — 6182636i5) + m?(clc3 — 5152536_i6)(—slc3 — c15253ei5) + mf,slczclcz] ,
€u3l = emym3cacs(s1s3 — c1s2czet®) + m2eass(—sics — c1s253€'°) + micicas2et ],

w3z = eme[m3(—cis3 — s1sacae’?)(s153 — crsacae™ %) + m2(cics — s1s253¢°®)(—s103 — c1s283e 72 %) + mPsicacical,

€433 = €My [m3(3133 - 013203ei6)(s133 - 018203677;5) + mg(fsmg - 015253ei6)(731c;3 - 615283677:6) + mgc%c% - m?} ,

€411 = emd[micgcg + mg(fclsg - 3182036_1.6)(70183 - 513263ei5) + m%(s133 - 015203e_i5)(5133 - 013203ei5) - mfi} ,
M)(clc3 — slsgsgei‘s) + m%(slsg — 61820367i6)(—5103 — 0152536i5)} ,

—i6)

2 2 -
€412 = €ms|[mZcac3cass + mi(—ci1s3 — s182c3e

2 —id 2 2 —id
€413 = emy[my caczsoe” % + mZ(—c1s3 — s1s2c3€ s1c2 +mi(s1s3 —c1sacze” *°)eica],

€421 = Gmd[miCQCgcgsg + mg(fclsg — 3152036i6)(clcg — 818283677:6) + m%(s133 - 01520367“‘6)(75163 - 61828367i6)] ,

= ems [mic%s% + mg (c1e3 — 8182836_i6)(6163 - 8182836i6) + mf(—slcg — clsgsge_w)(—slcg — 0182836i5) - mi] ,
—16

€d22
is 2 —i6
)s1co2 + mi(—si1c3 — c15283€ Jeiea]

2 2 -
€423 = €mp[mi cas3sae + mZ(cic3 — s1s283€

2 ) 2 i 6 2 )

€431 = emg[mi,cacssae’® + mZ(—cis3 — s1s2c3e’ ®)si1ca + mi(s183 — c1s2c3e’ ©)cica],
2 ) 2 i & 2 )

= ems[micaszsae’ ® + mZ(cies — s15283€*%)s1c2 + mi(—s1c3 — c15283¢* % )cien]

2.2 2 222 2
281¢3 +micic; —my).

€d 32

2.2
€433 — emb[mUSQ +m

On insére ces éléments dans les derniéres expressions de la sous-section C.3.1. Définissant
les rapports nus rye = My /Me, Ty = My /My, Ty = mg/my et rg = mg/my, on obtient
les rapports de masse et les angles de mélange corrigés rl,. = Tue + Oruc, Ty = Tut + OTut,
T:ib =7rg + ora, T;b = rg + OTsp, 01 =01 + 6064, Hé = 0 + 605, Qé =03+ 003 et &' =+ 40,
avec pour

O e/ €y

2,2 2 2 2 2 22 2,2 2 2 2 2 2 2 2, .2 2 2 2 2
Tuc {md(c2¢33 — c]s3 — s7s5c3 — 2s1c18253¢3 cos §) + my(cys3 — cjcy — 818583 + 2s1¢18283¢3 cos &) + my(s5 — s7cy) — (my, — mc)} ;

0Tt /€,
Tut {mg(cgcg — 5?5% — c%sgcg + 2s1c189s3¢c3 cos ) + mi(cgsg — sfcg — c%sgsg — 2sy1c1s283c3 cosd) + mg(sg — c%cg) — (mi — mf)} ;
(57“db/€,
Tdb {mi(cgcg — sg) + mg(c%sg + s%sgcg + 2sj1c18283¢c3 cosd — s?cg) + mf(s%sg + c%sgcg — 2s1c18283¢€3 COs§ — c%eg) — (mi — mg)} ;

drsp/€,

2,2 2 2 2,2 2 2 2 2 22 2,.2 2 2 2 2 2 2 2 2
Tsh {mu(0253 — 85) +m,(cicy + s7s583 — 2s1c18283¢3 cosd — sycy) + my(scy + cisys3 + 2s1¢18283¢3 cos § — cjcy) — (my — mb)} H
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061 /¢,

2 2
my +my . o 2 2 2 2 2 2
gis[m“sgs;gc;; cos § + m(s1c1c3 — s7s283¢3 cos §) + mj (—sicicy — c]sas3c3 cos b))
mb 7777,5
2 2
my +m 2 2 2 2 2 2 2
_ mg — mg [my, s2s3c3 cosd + m_ (—si1c1s3 — sys2s3c3 cosd) + mj(sy1c183 — cys253¢3 cosd)]
b d
mj 4+ m? 2 2 2 2 2 2 2 2 2.2 2 2 2 2
t c
_ S [md(slcl(f‘ss + 52c3) + sgs3c3(c] — s7) cosd) + ms(slcl(fcs + 5253) + s2s3c3(s] — ¢7) cosd) + 'mbslclcQ]
t — Mme
2 2
mytmy . 2 2 s 2 2 2, 2 s 2 2 2 2
-— > [mg(sys2s3c3cosd — sycrsyez) + mg(—sysaszc3 cosd — s1c15583) + mys1c185]
mt 7mu
2 2
me +m 2, 2 2 2 2,2 2 2 2 2
+m§ — mg [mg(—cisaszczcosd — sycr1sye3) + mg(cysaszecg cosd — s1c18583) + mysic183] ;
c u

2 2
my +ms . o 2 2 2 2 2 2 2
> 5 [mysacasy + me(s1c1cas3es cosd — sysacasy) + my (—s1cicaszcez cosd — cysacasy)]
mi —m
b s
2 2
m; +m
b d 2 2 2 2 2 2 2 2
+m2 2 [my, s2cacy +mg(—sicicaszczcosd — sysacacy) + mi(sicicaszez cosd — csacacy)]
b d
2 2
myt+my . 2 5_ o2 2 2 5 o2 2 2 2
R m— [m3(s1c1eas3zcz cosd — cysacacy) +my(—s1cicaszc3cosd — c]sacasy) + mycysaca]
m2 —
t u
2 2
me +my o 5_ 2 2 2 5_ 52 2 2 2 .
-— 5 [mg(—s1cieaszczcosd — sysacacy) + my(s1cicaszcz cosd — sysacasy) + mysysacal;
m2 —m
c u

2 2
mytms. 9 o 2 2 5 2.2 2 2 s 2.2
7272[711“325303+mc(slclszc3cos — s18583¢3) + mj(—si1c1sc3 cosd — cis583¢3)]
my —m3
2 2
m; +m
b d 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
+— 5 [my, s583¢c3 + m(—s1c18255cosd — s7s553¢3) + my(s1cisas3cosd — c1s553¢3)]
my —m3
2 2
mI +m
s d 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
+m2 — [myc5s3es3 + mi(s3c3(—cy + s7s5) + s1c182(s5 — c3) cos §) + my (s3cz(—s] + ¢1s5) + s1c1s2(c3 — s3) cos )]
s d
2 2
m; +m
+—t u [mi(s§53C3 — slclsgcg cosd) + mi(fsf5303 — slclsgsg cos §) + mgslclsg cos 8]
u
2 2
mo +m
— g ;‘ [mi(fc?‘%c?, — slclsgcg cos §) + m?(c%se,CP, — slclsgsg cos §) + mgslclsg cos 6] ;
mes — m.
c u

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
my +mg o 1 — s 2 s3¢3 — 83 2 ] — s 2 s3¢3 — 83 2 N s S
5 5 [my (s2caszes ———) + m (—s1c1c0c3 ———— — syspcasze3———) + my(s1c1c2c3 ————— — cyspcpsgeg———)|siné
my —m3 sijcica s2C2S3 sijciceo s2C253 sijcicea
2 2 2 2.2 2 2 2 2 2
my +mg . o N S | 2, 8383 —¢C3 2 X €1~ 51 2 . _S383 — ¢3 P B | in s
+— 5 [my (—s2c2sgeg ———) + m(s1c1c2s3 ——— + syspcasgeg———) + my(—s1c1cas3———— + cisacpsgeg ———)]sin
my —my sijcicea spcac3 si1ci1co sacac3 sijcicea
2 2
mg + my sicis2 2 2 .
+ ; 2[—(—mc+mt)]sln6
mZ —mg  s3c3
mi + mZ saszcz o 20y
-— 2[—(md—ms)]sln6
my —mg  sijcy
2 2 2.2 2 2 2.2 2 2 2 2
m +m Sy S — C cq — 8 STSs — C Ccq — 8 (& — 8
t 2 152 i 2C3 3 2 152 1 2¢3 3 2 3 XY
-— ;[md(—slcgsgcgi+51c152c2c3—)+ms(slc253C37+51c152(3253—)+mb(—slclsgc2—)]sm6
my —mg c1s2C2 cgs3cs c182¢C2 cgs3cC3 cgs3c3
2 2 2.2 2 2 2 2.2 2 2 2 2
me+my . o €183 — 81 2C3 — 83 2 €183 — 81 2¢3 — 83 2 €3 — 83, .
-— 5 [ma(cieasges ———— — spe1spcpc3 ———) + m(—creasze3 ———— — sicyspcasy ———) + my(s1c1s2cp ——)]sind .
mg — mg s182cC2 cps3c3 s189¢C2 cps3c3 c: c3
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Annexe D

Le modéle sigma linéaire

On considére le modéle sigma linéaire dans sa phase symétriquel, c’est a dire gouverné par
le lagrangien (2.1) dont on modifie le signe du terme de masse des scalaires : u? — —pu?. Le
potentiel est minimal en w = ¢ = 0; il n’y a pas brisure spontanée de la symétrie. Puisqu’on
s’intéresse au comportement ultraviolet du modéle, les corrections radiatives a la constante de
couplage g, peuvent étre calculées dans I'une ou l'autre phase, indistinctement. En outre, on
négligera de considérer les éventuelles divergences infrarouges occasionnées par I’absence de
terme de masse pour les fermions dans la phase symétrique du modéle.

On examine la renormalisation, a 'ordre d'une boucle, de la constante de couplage g,. On
a le lagrangien

1 1 2 A - _
L= 3 ol + 58,“78“0 - %( 24 w?) — 1(02 + 72)? + Wi @V — g,V (0 + i1 - 7y5) ¥ .

Les champs fermioniques et scalaires sont renormalisés :

_1
U W = 7,20,

1
2

T— = Z; T,
_1
or—o =7 ® ‘o,
ainsi que la constante de couplage
3
/ Zy Z¢

gy'—>gy:Z—vgy7

ol les constantes de renormalisation Zy, Zg et Zy (divergentes) sont calculées & partir des
diagrammes

'Le lagrangien (2.1) décrit le modéle sigma linéaire dans la phase dite de Goldstone, i.e. conduisant & la
brisure spontanée de la symétrie.
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respectivement. On ne s’attardera pas sur Zg, l'intérét porté a la renormalisation de la
constante de couplage se limitant au calcul de Zy et Zy,. A l'ordre d’une boucle, on a pour les
parties divergentes des diagrammes concernés :

// \\
el g 4+ tf,
///\\\
- = —igge + t.f

87%2 In 2—; ol A est un cut-off et u une échelle d’énergie arbitraire. Et les constantes

de renormalisation recherchées s’écrivent alors

avec € —

Z\Ij:Z‘/: ——In—. (Dl)

On peut trouver confirmation de ces résultats dans [94, 93]. L’identité Zy = Zy est valable
a lordre d’une boucle; elle ne semble pas protégée par la présence d’une symétrie qui en
garantirait la validité a tous les ordres en théorie de la perturbation.



Annexe E

Théorémes

E.1 Systéme d’équations différentielles

On résoud le systéme (6.9) d’équations différentielles aux dérivées partielles. Il se réécrit

1422 1+y%

17:E2u — TUg + 1732 - ) E 1
1+y2 1+a? (E.1)
1_y2u - yuly + 1—22 )

avec u(x,y) = G(ry,7q). Sa résolution se rameéne a la résolution de deux équations différen-

tielles ordinaires identiques :

1+ 22 df B

1_Z2f—Za+C—0, (EQ)
oit f(z) =u(z,y) et C =C(y) = (1+9%)/(1 -2 (ou bien f( (x,2) et C = C(x) =

z) =u
(14 22)/(1 — 2?)). La solution générale de 1’équation homogéne (C' = 0) s’écrit :
z
fe)=er—

avec a € R. L’équation inhomogéne (E.2) admet la solution particuliére

1+ 22
1@ ===

On obtient la solution générale de I’équation inhomogéne en additionnant la solution générale

de I’équation homogeéne et une solution particuliére de I’équation inhomogeéne :

z 1+9y21+ 22
1—22 1—y21-—22"

f(z) = aly)

ou on a remplacé C par C(y) et « par a(y). On revient alors au systéme (E.1), dont on exprime
les solutions s
1
U(ﬂj‘,y) = Oé(y) l_me - 11_53 iti2 )
1 2
u(z,y) = a(z) 1_yy2 - 11_32 }i_iQ )
que l'on peut identifier I'une & ’autre afin de déterminer «.. On obtient finalement la solution
générale du systéme (E.1) :

1+ 21 +y?) + 22y
R [ .

avec A € R la constante d’intégration du systéme.
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E.2 Invariants et valeurs propres

On montre, sous forme de proposition, I’équivalence entre 1’égalité des rapports de valeurs
propres de la matrice A, et I’égalité des constantes A et As.

Proposition. Soit une matrie A, 3 x 3, hermitienne et définie positive. Soient A\; < Ay < A3, ses
valeurs propres. Alors

MA
D22 4 A (detATHS = tr A7 (det A)5
o M

La condition est nécessaire. On montre aisément que le polynome caractéristique dét (A — All)
de la matrice A s’écrit au signe prés :

N —trA- N2 +trA®- A —dét A,

onl A€ est la matrice des cofacteurs de A. Or AT = A=1.dét A. Donc tr A€ = tr A~ ! - dét A.
On réécrit le polyndéme caractéristique :

N —tr AN +tr A7 det A\ —det A
SitrA-(det Ail)% =trA=!. (dét A)%, alors on a :
A —tr A A2+ trA-(dét A)3 -\ —dét A
Définissant a = tr A et b3 = dét A, on résoud 'équation
A3 —aX? 4+ abA = b* =0.
Les trois solutions, réelles et positives, s’écrivent

—b) — vaZ — 2ab — 312 —b) + VaZ — 2ab — 302
>\1=(a ) a2 ab—3 < M=) < /\3:(a )+ a2 ab—3 ’

si 4b < a; sinon, la hiérarchie est inversée!. On a immeédiatement :

A1 A2

Ao Az’
La condition est suffisante. On exprime les coefficients du polyndéme carctéristique de la matrice
A en fonction de ses valeurs propres :

dét A =X - Xa- A3,
trA=MA+ X+ A3,
trA=! = 1/)\1 +1/)\2+1/)\3 .

Les solutions de I'équation doivent étre réelles puisque la matrice A dont elles sont les valeurs propres est
hermitienne. Elles sont réelles pour a < —b ou 3b < a. En outre, on sait que a et b sont strictement positifs
par construction (trace et déterminant d’une matrice définie positive). Donc 3b < a. Si 3b < a < 4b, alors la
hiérarchie est inversée, i.e. M=A< =Xl < A3= A1, avec, bien entendu 5\1/:\2 = :\2/:\3.
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Définissant ©12 = A1/ \g et O3 = \y/A3, on a

ol
W
=

trA-(dét A™1)5 = (62,003)
tr A1 (dét A)5 = (01,0%)

+(023/612)
+ (012/623)

+ (@12@%3)7 5
+ (@%2@23) -

=
=
=

En identifiant ©15 & ©93 dans ces expressions, on obtient :
trA-(det A71)3 = tr A1 (det A)3
Conclusion. On a montré que
O = Oy3 & A=Ay,

ou A =trA-(dét A‘l)% et Ap =tr A1 (dét A)% Dans ces conditions, si A = Aj = Ay > 1,
alors © = ©15 = O93 est approximativement identifié & A ou 1/A. Or on a défini r < 1. Alors
on a

O~

i
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