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Introduction

La formulation des théories physiques modernes repose sur le concept de symeétrie.
Depuis Galilée, et son principe de covariance des lois du mouvement sous changement de
repére inertiel, 'importance des symétries s’est accrue au point de déterminer la forme
méme des interactions entre particules élémentaires, en théorie quantique des champs
(principe de jauge). Outre les symétries exactes, les symétries brisées, qui ne laissent pas
I’état fondamental invariant ou qui ne deviennent de véritables symétries que dans cer-
taines limites (telles que ’annulation de termes de masse, par exemple), se sont également
avérées extrémement utiles afin de décrire le monde physique. Leur existence permet ainsi
d’établir des relations entre les amplitudes de divers processus, de comprendre la suppres-
sion éventuelle d’un processus donné, d’organiser le spectre physique de la théorie ou de
construire des Lagrangiens effectifs & basse énergie.

Curieusement, un certain type de brisure de symétrie est longtemps passé inapergu : la
brisure anomale. Celle-ci correspond & I’éventualité ot une symétrie de la théorie classique
ne survit pas & la quantification. On dit dans ce cas qu'une anomalie se produit.

Ce phénomeéne s’est manifesté pour la premiére fois en 1949, dans les travaux de Jack
Steinberger [1]. Celui-ci avait tenté de décrire la désintégration 7° — 4+ au moyen d’une
boucle de protons avec un vertex pseudoscalaire 5. Or son résultat, en accord excellent
avec l'expérience, devait en principe pouvoir étre également obtenu & partir d’un couplage
Yu7s & l'aide des équations du mouvement classiques, ce qui n’était pas le cas. Le pro-
bléme devient critique en 1967, lorsque Sutherland [2] et Veltman [3] démontrent sur base
de P'algébre des courants I'impossibilité pour un pion neutre de se désintégrer en deux
photons, en contradiction flagrante avec l’observation ! Deux ans plus tard, Adler [4], Bell
et Jackiw [5] identifient I'origine de ces incohérences : la symétrie approximative U(1)
axiale du Lagrangien de QFED, la théorie de jauge spinorielle associée aux interactions
électromagnétiques, présente une anomalie. La divergence du courant de Noether corres-
pondant regoit ainsi la contribution d’un terme additionnel F,wﬁ’“’ , ou Fj,, désigne le
tenseur électromagnétique et Frv , son dual, ce qui modifie les théorémes d’algébre des
courants. Ce terme indique en outre qu’une utilisation naive des équations du mouvement
classiques n’est plus valide.

D’autres types d’anomalie ont depuis été mis en évidence, avec des répercussions
importantes tant au niveau de la compréhension de la théorie quantique des champs pro-
prement dite (notamment de ses aspects topologiques) qu’au niveau de ses applications
a la phénoménologie [6]. Pour illustrer ce dernier point, signalons par exemple I'existence
de contraintes sévéres sur le contenu en particules du Modéle Standard provenant de
I’exigence de compensation de ses anomalies de jauge, ceci afin de permettre sa renorma-
lisabilité.
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L’anomalie U(1)4 mentionnée ci-dessus posséde en quelque sorte un analogue sca-
laire [7,8]. L’invariance classique de l'action de QED sous un changement d’échelle (ou
dilatation globale de I'espace-temps) dans la limite de masse nulle est en effet elle aussi
brisée par des effets de boucles quantiques, et cette brisure est cette fois associée & une
densité de photons scalaire F),, F*”. Ce sont ces deux types d’anomalies - 1’anomalie
axiale et 'anomalie d’échelle (encore appelée anomalie de trace) - que nous allons consi-
dérer dans ce travail, dans le cas de QF D mais également dans celui de QC D, la théorie
de jauge spinorielle permettant de décrire les interactions fortes entre quarks et gluons.

Les anomalies sont des propriétés fondamentales d’une théorie quantifiée, qui ne sont
pas liées & un développement en série de perturbations. Leur impact dans les phénoménes
physiques peut donc étre considérable. Certaines manifestations des anomalies axiale et
de trace de QED et de QCD dans des processus forts ou électromagnétiques seront revues
briévement dans le chapitre 1. Signalons simplement, pour piquer la curiosité du lecteur,
que la masse des objets qui nous entourent ne serait pas la méme en 1’absence d’anomalie
d’échelle forte.

Le role de ces anomalies dans les désintégrations faibles des mésons n’a cependant pas
encore fait I’'objet d’une étude systématique. Les effets liés a la conversion d’une densité de
gluons anomale pseudoscalaire G Wé"“’ ou scalaire GG, G*” en hadrons légers pourraient
pourtant s’avérer significatifs. Ce sont précisément ces effets (ainsi que ceux associés a
Fu,,ﬁf“’ et F,, F*) que nous allons analyser, et ce dans deux régimes extrémes : tout
d’abord lorsque les gluons sont émis a courte distance (c.-a-d. & haute énergie) par des
quarks lourds, ensuite lorsqu’ils sont émis a longue distance (c.-a-d. & basse énergie) par
des quarks légers.

L’étude des désintégrations faibles des mésons (et en particulier des modes hadro-
niques) est intéressante au moins pour deux raisons.

Tout d’abord pour avoir une meilleure connaissance des interactions faibles non lep-
toniques. Celles-ci présentent en effet la particularité de briser 'invariance sous la double
opération de conjugaison de charge (C) et de parité (P) suivant un schéma bien précis
dans le Modele Standard, 1ié & un seul paramétre libre : la phase de la matrice de mé-
lange des quarks, ou matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM). Elles constituent
de ce fait véritablement une fenétre sur la physique au-deld du Modele Standard, et en
particulier sur le secteur scalaire et le probléme de la génération de la masse au niveau
élémentaire. Or les effets du boson de jauge faible W, simplement décrits par I'interaction
de Fermi dans le cas leptonique, nécessitent la prise en compte de toute une série d’opé-
rateurs locaux en présence d’interactions fortes. Ou se situent les effets anomaux dans ce
formalisme 7 Sont-ils importants ? Pourraient-ils modifier ’extraction des paramétres de
CKM?

D’autres aspects des désintégrations faibles des mésons sont plutot & mettre sur le
compte des interactions fortes a longue distance, c.-a-d. en-dessous du GeV, dans le do-
maine non perturbatif. C’est le cas par exemple de la dominance de amplitude AT = 1/2
sur amplitude AI = 3/2 observée dans les transitions K — 7w. Des modeles effectifs
basés sur les symétries de QCD sont en général invoqués afin de décrire ces interactions.
Ou se situent les effets anomaux dans ce cadre? Sont-ils importants? Les anomalies
pourraient-elles aider a passer de la description perturbative en termes de quarks et de
gluons & la description effective en termes de hadrons ?
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Le role des anomalies fortes et électromagnétiques dans les désintégrations faibles des
mésons constitue ainsi la question centrale autour de laquelle s’articule ce travail. Certains
développements dépassent cependant ce cadre. Ci-dessous, nous donnons un apercu du
contenu des différents chapitres ainsi que de la philosophie adoptée. Les contributions
originales correspondent essentiellement aux chapitres 2 et 3.

Chapitre 1 : Les anomalies fortes et électromagnétiques

N

Ce premier chapitre est destiné & mettre en place les notions utiles aux chapitres
suivants. Les aspects des anomalies fortes et électromagnétiques qui y sont exposés, loin
de constituer une étude exhaustive, sont donc ciblés.

Nous commencerons par analyser la fagon dont les symétries d’une théorie des champs
se manifestent aux niveaux classique et quantique. Ceci nous permettra de définir plus
précisément le phénoméne d’anomalie.

Les anomalies axiale et d’échelle de QFE D et de QC D seront ensuite dérivées. L’accent
sera mis sur les similitudes et différences entre ces deux types d’anomalies. Un traitement
paralléle sera par ailleurs adopté tout au long du travail.

Enfin, I'importance des effets anomaux dans les processus forts et électromagnétiques
sera illustrée par un certain nombre d’exemples. Nous en profiterons pour introduire le
Modele Sigma Non Linéaire, qui servira & l’analyse & longue distance du chapitre 3.

De maniére générale, une attention particuliére sera accordée a I'utilisation des équa-
tions du mouvement classiques. Ceci permettra la dérivation d’un premier résultat, i.e.,
les représentations non linéaires dominantes des opérateurs d’anomalie axiale et de trace
de QCD en dehors de la limite chirale. Celles-ci sont utiles notamment pour décrire
I’hadronisation d’une densité de gluons GWCNJ’“’ ou G,,G*¥ en pseudoscalaires légers.

Chapitre 2 : Opérateurs faibles anomaux induits par les quarks lourds

L’objectif initial de ce chapitre est la génération de configurations de gluons anomales
scalaires et pseudoscalaires dans le cadre de ’expansion en produits d’opérateurs associée
a l'intégration du boson W, en présence d’interactions fortes a courte distance.

Nous verrons que les opérateurs anomaux locaux dominants sont en principe produits
par des diagrammes de type ‘pingouin’ (ou plus précisément des diagrammes qui généra-
lisent la définition de pingouin au cas de I’émission de plusieurs gluons) avec une saveur
intermédiaire lourde, dans le cas d’une interaction faible effective initiale & quatre quarks.
L’ensemble de ces corrections sera obtenu & partir de I’expansion en la masse inverse du
propagateur du quark lourd plongé dans un champ gluonique classique. Ce résultat consti-
tue le point central de ce chapitre. Les contributions des différents opérateurs anomaux
seront ensuite discutées.

Etant donné les hypothéses d’un opérateur initial & quatre quarks et d’une saveur
intermédiaire lourde, la méthode se trouve étre essentiellement bien adaptée a ’estimation
des effets du quark ¢ dans les désintégrations des kaons. D’autre part, il se fait que la
description des effets de saveurs virtuelles lourdes dans certains éléments de matrice de
hadrons légers entre également dans notre formalisme. Le role des anomalies induites
par les quarks lourds dans les désintégrations des mésons B pourra ainsi étre lui aussi
investigué & condition de faire appel & 'approximation de factorisation.

Au cours de notre analyse, nous dériverons un nouvel ensemble d’opérateurs de di-
mension huit AS =1 associé aux boucles de quark charmé. Cet ensemble differe de celui
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présenté dans la littérature. Nous montrerons qu’une mauvaise utilisation des équations
du mouvement classiques des champs de quarks est a ’origine de cette différence.

Pour terminer, soulignons le fait que la méthode proposée s’applique & toute interac-
tion effective & quatre quarks, y compris induite par de la physique au-deld du Modeéle
Standard. Son extension a d’autres interactions de jauge, telles que les interactions élec-
tromagnétiques, est en outre immeédiate.

Chapitre 3 : Opérateurs faibles anomaux induits par les quarks légers

Dans ce dernier chapitre, nous étudierons les effets anomaux associés aux quarks légers
dans les désintégrations faibles des kaons. Les interactions fortes a longue distance seront
paramétrisées pour ce faire & 'aide du Modeéle Sigma Non Linéaire.

Nous examinerons tout d’abord la possibilité d’une amplification des opérateurs asso-
ciés aux anomalies axiale et de trace fortes. Ceux-ci seront générés par 1’évolution d’une
interaction effective AS =1 de type ‘densité’. Le résultat de cette évolution sera comparé
a celui de ’analyse a courte distance.

Nous discuterons ensuite I’hypothése de dominance des opérateurs anomaux forts et
électromagnétiques proposée dans la référence [9].

Au cours de cette analyse, nous mettrons par ailleurs en évidence une sensibilité
importante du processus K g — 07 aux effets du méson singulet 7.

Les stratégies des chapitres 2 et 3 peuvent étre résumées comme suit :

Chapitre 2 Chapitre 3
(Courte distance, quarks lourds) (Longue distance, quarks légers)
Expansion en la masse inverse 1. Evolution d’un opérateur de type
du propagateur d’un quark lourd ‘densité’ dans le modéle non linéaire
! !
Opérateurs de type ‘pingouin’ Opérateurs faibles anomaux (QCD)
(généralisé)
l 2. Hypothése de dominance
Opérateurs faibles anomaux des opérateurs faibles anomaux
(QCD + QED) (QCD + QED)

Les conventions adoptées dans ce travail sont en général identiques a celles de la
référence [10]. Elles seront rappelées au fur et a mesure. En particulier, la métrique de
Minkowski est donnée par n*¥ = diag(+ — ——), le tenseur de Levi-Civita €,,,, est
défini avec €912 = +1, les matrices de Gell-Mann A% sont normalisées de facon telle que
trA X\l = 269 et vy = in0yly243.



Chapitre 1

Les anomalies fortes et
électromagnétiques

Dans ce premier chapitre, nous nous proposons d’analyser en détails la fagcon dont
les symétries (globales) d’une théorie des champs se manifestent aux niveaux classique et
quantique. Ceci nous permettra de mieux comprendre le phénoméne d’anomalie.

Nous montrerons ensuite explicitement comment les symétries axiale et d’échelle d’une
théorie de jauge spinorielle classique dans la limite de masse nulle sont brisées par des
effets de boucles quantiques dans le cas des interactions électromagnétiques, tout d’abord,
puis dans le cas des interactions fortes.

Enfin, une derniére section sera consacrée a un certain nombre d’implications phéno-
ménologiques de ces anomalies pour des processus forts ou électromagnétiques. Ceci nous
permettra d’illustrer la puissance des effets anomaux. Nous en profiterons également pour
introduire le formalisme nécessaire & I’étude des désintégrations faibles & basse énergie du
chapitre 3. Ce faisant, nous obtiendrons un premier résultat, i.e., les représentations non
linéaires dominantes des opérateurs d’anomalie axiale et de trace de QCD en dehors de
la limite chirale.

1.1 Symeétries et lois de conservation

Commengons par examiner les conséquences de 'invariance d’une théorie des champs
sous un groupe de transformations donné, en insistant sur le réle joué par les équations
du mouvement classiques.

De maniére générale, symétries et lois de conservation sont intimement liées. Au niveau
classique, ce lien est formulé de fagon précise par le théoréme de Noether.

1.1.1 Le théoréme de Noether

Considérons une densité lagrangienne générique £ (¢y, Ouy), dépendant de n champs
¢y, et de leurs dérivées premieres d,¢;,, ainsi qu'un groupe de transformations continues
globales G (ou plus précisément un groupe de Lie). Une transformation infinitésimale
quelconque de G connectée a I’identité peut s’écrire sous la forme :

bu(7) — B,(1) = Sy (@) + 63 (x) = B4() — ia® T, (L)

{ zHt — P = gt + St = P — it THE
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ot a® désigne un parametre du groupe tandis que 7/¢ et T} sont définis par les équations
ci-dessus. L’indice a est sommé implicitement. L’invariance de l’action classique S =
[ d*zL (¢, 0,¢y) sous Uensemble des transformations (1.1) implique I’existence d’une loi
de conservation par parameétre de G :

I ) (1.2)
ou
ua — a . pa
Za(am iNYpy, 4 iTHL (1.3)
et
Ay, = — Oy, (1.4)

L’équation (1.2) est connue sous le nom de ‘théoréme de Noether’. Notons que les
courants de Noether j#** ne sont conservés que le long des solutions des équations du
mouvement classiques (edm). Plus précisément, 1’équation (1.2) découle de I'identité sui-
vante :

. oL Can
j# +Z<a¢k “a(a ¢k)>m o =0, (1.5)

qui résulte elle-méme de l'invariance de S (cf. annexe A.1). La généralisation de cette
identité au cas de symeétries brisées nous sera utile dans la section suivante.

Examinons a présent les implications du théoréme de Noether pour un champ spinoriel
1 couplé a ’électromagnétisme (le cas des interactions fortes, qui sera considéré par la
suite, donne des résultats analogues) :

— 1
Lowp = (P —m) Y — 3 FusF* (16)
avec P = y*P,. La dérivée covariante P, est définie par :
P, =10, +eQA, (1.7)

avec Ay, le champ électromagnétique et @, la charge du spineur en unités de charge du
positron e. Le tenseur de force électromagnétique est défini par F,, = 0,4, — 0, A, et m
désigne la masse du spineur.

Les différents groupes de transformations que nous serons amenés & considérer, ainsi
que les parametres 7% et T% correspondants, sont regroupés dans le tableau 1. Dans ce
tableau, D est la dimension canonique du champ ¢. Ce dernier désigne tour & tour le
champ spinoriel (D = 3/2) ou électromagnétique (D = 1). Dans le cas de transformations
faisant intervenir les matrices de Gell-Mann A%, 1 doit &tre compris comme un vecteur
colonne composé de trois spineurs!. Les paramétres m et () sont alors a valeur matricielle
(ils sont dans ce cas notés en gras, de méme que le vecteur colonne ).

'Notons que les transformations SU(3)a définies dans le tableau 1 ne constituent pas a proprement
parler un groupe puisque [75)\“, 75)\”] o foey e, Cet abus de langage est cependant sans conséquences
pour les applications qui nous intéressent. Ces transformations seront en effet toujours considérées en
méme temps que celles du groupe SU(3)v, formant ainsi le produit direct SU(3)r x SU(3)r (cf. section
1.3.1).
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G a THE Te
Uity R R R
U(1)a { Z,’M(;)iei%%/)(x) - 0 V5
U { o gy | bS] 0|
UG | o gy | L8| 0|
Translations : { ;:IE;) :v:" ;(;v)“dg 0,...3|i6% | 0
Dilatations : { ;:lza;) ifi Dag(z) — 1t | —iD ¢

Tab.1

Courants vectoriels et axiaux

Les courants de Noether associés aux symétries internes s’obtiennent en posant 7#¢ = 0
dans les équations (1.3) et (1.4). Aprés changement du signe global (conventionnel), ceux-
ci s’écrivent :

Z 8(%% )T¢, (1.8)

c.-a-d., pour la densité lagrangienne (1.6) et les transformations de spineurs définies ci-
dessus :

Uy : jb =yt SU@B)y :  ji* = yrae, 1.9
U)a: 4 =9y"ys, SUB)A: " =Pyivys2y

Le courant vectoriel j; est conservé étant donné linvariance du Lagrangien (1.6)
sous le groupe U(1)y. Ceci correspond a la conservation des nombres baryoniques et
leptoniques en théorie des champs classique. Les courants vectoriels associés a la symétrie
de saveur SU(3)y sont également conservés pour autant que m o 13x3.

La conservation des courants axiaux jﬁ et jffla, quant & elle, requiert la limite m = 0.
Ainsi, par exemple, dans le cas de j%, nous avons :

Audh L 2imaysp = py 500, (1.10)
ol les équations du mouvement classiques ont été utilisées (?L =—i0,+eQA,) :

Py=myp, P =ym. (1.11)
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1l nous sera par ailleurs utile de définir les transformations U(1)em: 9 — ¢ = e~ iQaq).
Celles-ci constituent un sous-groupe de SU(3)y a condition que Q, diagonale et réelle,
soit également de trace nulle. Le courant de Noether correspondant est donné par :

U(l)em : jgm = EV”Q”’ba (1'12)
et est associé a la conservation de la charge électrique. Avec ces conventions, les équations
du mouvement classiques pour le champ électromagnétique s’écrivent : 9, F* = ejby,.
Tenseur énergie-moment et courant de dilatation

L’invariance sous translations, quant & elle, méne a la conservation du tenseur énergie-
moment canonique :

Za(aﬂqs ¢y, — VL. (1.13)

Dans le cas de QED, l'expression ci-dessus devient :
. 4 Qv v — ]. v
TQpp = Yiy" 0" — FI0" Ay — 1" <¢ P = mapp = 2 Fyu B ) . (1.14)

L’invariance sous dilatations (ou transformations d’échelle) qui se produit en I’absence
de parameétres dimensionnels, d’un autre c6té, se traduit par la conservation du courant :

- oL
=Y —— ¢ Dy +x,TH, 1.15
2 TG D (115)

avec Dy, la dimension canonique du champ ¢;. Dans le cas de QED, celui-ci s’écrit :

. 31—
J%,QED = 5¢7u¢ - F#VAV + myTl“/. (116)

Remarquons que TH, §'il est conservé, n’est ni symétrique, ni invariant sous transfor-
mations de jauge U(1)ep,. Différents tenseurs ‘améliorés’ répondant a ces critéres peuvent
étre construits a partir de T*” [11], notamment via 'utilisation des équations du mouve-
ment classiques. La fagon la plus simple d’obtenir un tel tenseur consiste & considérer la
variation de l'action S par rapport a une métrique non triviale g"”(x) :

17
08 = 3 /d4:r;\/—g O©udgh”. (1.17)

Le tenseur O, conservé, symétrique et invariant de jauge ainsi défini n’est autre que le

terme de source des équations d’Einstein dans un espace-temps courbe. La particulari-

sation de I'équation (1.17) au cas de QED donne, aprés évaluation sur un espace-temps
2

plat® :

I v vV 0 pvt o putav a v
90D = 1 (W“P Y+ Py PR +op P 7“¢+1,DP“7¢)—F” FY

_ . _ (1.18)
—n (38 v+ 58 Py — iy — L FasFoP).

2Le caractére hermitien du Lagrangien de QED a été rendu explicite avant le passage & une métrique
non triviale. Le traitement des champs spinoriels requiert par ailleurs le formalisme du ‘vierbein’ [12].
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Lorsque la théorie est invariante sous dilatations, ©@*¥ est également de trace nulle le
long des solutions des équations du mouvement classiques. Nous avons en effet la relation :

.u edm
D, "L o (1.19)

L’invariance conforme de ’action de QED dans la limite chirale correspond ainsi & un
tenseur amélioré sans trace, aux équations (1.11) pres :

. edm edm —
Ouipqep = Ouqep = MY =pp — 0. (1.20)

Que deviennent les équations (1.2), et en particulier les équations (1.10) et (1.20),
dans la théorie quantifiée ?

1.1.2 Les identités de Ward

Apres quantification, I'information contenue dans la théorie est encodée dans les fonc-
tions de Green, ou fonctions de corrélation :

(O[T {¢y, (21)--S,, (zm) }| 0), (1.21)

notées en abrégé (¢, (r1)...¢0k, (Tm)). L'état |0) désigne le ‘vide’, c.-a-d. ’état fondamental
de la théorie, T' représente le produit ordonné dans le temps, et ¢, sont les opérateurs de
champ dans I"image de Heisenberg (k; = 1,...,n;i = 1,...,m). Les fonctions (1.21) peuvent
également contenir des produits d’opérateurs locaux, tels par exemple les courants de
Noether (1.3).

Considérons en particulier la fonction de corrélation d’un courant de Noether 74 avec
m champs ¢y, . La présence du produit ordonné dans le temps implique :

Opu (7% () gy (€1) -+ Pk, (X)) = (D" (%) b, (1), (Tm))
+ 3010 8 (@ — i) (g, (21)-- D%y, (20)--- By, (),

ott O, désigne la dérivée par rapport & z# et A%, , défini en (1.4), caractérise la variation
de forme du champ ¢y, sous l'action des transformations associées a j#“. Le théoreme de
Noether (1.2) peut-il étre appliqué en tant qu’identité opératorielle dans ’équation ci-
dessus 7

Afin de répondre a cette question, nous nous tournons vers le formalisme d’intégration
fonctionnelle. Dans ce formalisme, les fonctions de corrélation (1.21) s’expriment de la
fagon suivante :

(1.22)

(G0 @) (o)) = lim DO G )

T—00(1—ic) | Dy, 5T (1.23)

Les variables d’intégration du membre de droite ont été nommeées de facon identique aux
opérateurs de champ ¢, afin de simplifier I’écriture. L’intégration se fait sur les différents

champs ¢, contenus dans la théorie, et St = LTT d*zL(py, Oudy). L'invariance de 1'ac-
tion S sous les transformations (1.1) implique cette fois, sous la condition additionnelle
D= D¢y, [10] :

8zu <j“a($)¢k1 ($1)¢km (.’.L‘m)>

(1.24)
=3 5(4)(33 = Zi){Pp, (1) - A%y, (%) - P, (Tm))-
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Le théoréme de Noether subsiste donc sous forme opératorielle aprés quantification pourvu
que 'action et la mesure d’intégration fonctionnelle soient invariantes. Les relations (1.24)
constituent les ‘identités de Ward’. Ce sont elles qui encodent & proprement parler les
conséquences de l'invariance de la théorie au niveau quantique.

Ainsi, par exemple, I'invariance sous le groupe U(1)em de la densité lagrangienne (1.6)
implique Iidentité bien connue suivante (‘Ward-Takahashi’) :

Oup (3 (@) () 0(2)) = Q6™ (z — ) (W (y)P(2)) — Q6D (z — 2)(Y(y)P(2)).  (1.25)

Que deviennent les identités de Ward (1.24) lorsque la symétrie (1.1) est brisée par
le Lagrangien classique? Dans ce cas, la divergence des courants de Noether classiques
devient :

" =" ", (1.26)

ou la densité p® est définie de fagon non ambigué (i.e., sans utilisation des équations du
mouvement) par la généralisation de 1’équation (1.5) :

" /oL oL
-pa o SAQ L —
Oug"* + kg_l <a¢k 3ua(a#¢k)) 1Ay, = p°. (1.27)

Cette définition correspond a celle de la densité p, introduite en (1.10) dans le cas des
transformations U(1) 4 (au signe prés étant donné la normalisation adoptée pour j4 ), ainsi
qu’a celle de la densité pp introduite en (1.20) dans le cas des transformations d’échelle.
Aprés quantification, l'invariance de la mesure d’intégration fonctionnelle implique la
relation suivante entre fonctions de Green (cf. annexe A.2) :

O (GH(2) Py (1) Bp,, (Tm)) = (p*(2) g, (1), (Tm))

1.28
+ 3071 0 (@ — 2)(y, (21) .- A, (2)... G, (Tm)). )

L’équation (1.26) survit donc elle aussi 4 la quantification pour autant que D= D).

Détaillons & présent les identités de Ward brisées (1.28) dans le cas de fonctions de
Green de QFE D constituées de deux courants électromagnétiques et d’un courant axial ou
de dilatation, en supposant dans un premier temps que la mesure d’intégration fonction-
nelle est effectivement invariante sous les transformations correspondantes.

Identité de Ward ‘naive’ pour le courant axial

Les courants électromagnétiques jk,, sont invariants sous U (1) 4. L’identité de Ward
brisée (1.28) s’écrit donc :

B {74(@)jem (V) dem (2)) = (Pa(@)dom (4)dom (2)), (1.29)

avec jh = PyPys1 et py = 2imapysep, comme indiqué en (1.9) et (1.10), respectivement.
Considérons la transformée de Fourier de I’équation ci-dessus. Celle-ci nous sera utile par
la suite. Aprés factorisation d’une fonction delta associée & la conservation de 1’énergie et
du moment, nous obtenons :

QT+ (kr, ko) = 2mT P (ky, ks), (1.30)
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avec ¢ = k1 + ko et
Tk k) = [ dyde e (70002 i) (1.31)
ik, kz) = / dtydtze™ Vet (GO0)rsp(0)ien®)in(z)) . (132)

En termes de diagrammes de Feynman, cette relation implique, & I'ordre le plus bas du
développement en la constante de couplage e :

(Hgf) 2mx q =

Ys k,

Fig.1

Chacun des diagrammes ci-dessus représente en fait la somme de deux amplitudes, une
pour chaque sens de circulation du moment de la boucle. Ces diagrammes sont connus
sous le nom générique de ‘diagrammes triangulaires’ (AV'V et PVV, respectivement).

Identité de Ward ‘naive’ pour le courant de dilatation

Dans le cas de transformations d’échelle, I'identité de Ward brisée (1.28) devient :

awu <]$,QED(m).73m(y)J£m(z)> = (pD(x)ng(y)JEm(z»

i) (2 = y)((3 + ¥ Oyp) o (y)dom(2)) — 16 (@ — 2)(j&m (y) (3 + 20zps) Gom(2))-
(1.33)
Le courant de dilatation j¥, et la densité correspondante p, ont été définis en (1.16) et
(1.20), respectivement. La transformée de Fourier de cette équation s’écrit :

iquANPP (K, ko) = mAYP (ky, ko) — 3T1%P (ky) + (1 + ké‘%) 1% (ky), (1.34)
avec g = kg — K et
3l k) = [ dtydtae e (i 0O W), (135)
Ak k) = [ diydtee B (FOWO0IG Wi E),  (136)
) = [ dtge (W) 0)  (=12). (137

Dans la limite ¢ — 0, nous obtenons :

<2 — kﬂ%) %% (k) = mA*? (k), (1.38)
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avec k = k1 = ka. Ceci se représente graphiquement, & une boucle, de la maniére suivante :

I
i (2= ktgds) k AAS ok M m k’\;;AI\B_;\fk
QY QY QY QY

Fig.2

L’invariance d’échelle brisée de QED implique ainsi une relation entre la fonction de
polarisation du vide et le diagramme triangulaire scalaire & énergie nulle.

Les identités ci-dessus reposent cependant sur I’hypothése d’invariance de la mesure
d’intégration fonctionnelle Dg,,. Or cette hypothése n’est pas nécessairement vérifiée. Un
procédé de régularisation est en effet indispensable afin de donner un sens aux fonctions
de corrélation (1.23). Il se peut que ce procédé, quel qu'il soit, ne puisse préserver toutes
les symétries de I’action classique, de par la structure méme de la théorie quantique.

1.1.3 Le phénoméne d’anomalie

Lorsqu’une symétrie de ’action classique ne parvient pas & satisfaire la condition
D¢y, = D, elle ne subsiste pas en tant que symétrie de la théorie quantique compléte.
On dit qu’une anomalie se produit. Les identités de Ward exactes (1.24) et brisées (1.28)
ne sont dans ce cas plus valides. Les théorémes (1.2) et (1.26) doivent étre modifiés en
conséquence.

La non-invariance de la mesure d’intégration fonctionnelle peut étre reliée a la nécessité
de régulariser la théorie, comme indiqué ci-dessus. Alternativement, dans le formalisme
de quantification canonique, le fait que les équations du mouvement dans l'image de
Heisenberg ne s’appliquent pas aux courants quantifiés peut étre associé aux singularités
introduites dans ces courants par les relations de commutation & temps égaux®.

Les symétries axiale et d’échelle de QFE D discutées ci-dessus contiennent des anoma-
lies, comme nous allons le voir dans la section suivante. Celles-ci surviennent & travers les
processus de régularisation requis par les membres de gauche des identités de Ward naives
(1.29) et (1.33). Un terme anomal A vient ainsi modifier la relation générique (1.28) :

Ao (31 (@) i, (1) P, (¥m)) = ((p*(2) + A% (7)) i, (21) -, (Tm)) (1.39)
+ 30 6D (@ — ) (g, (21) - AP, () - B, (Tm)),
c.-a-d., au niveau opératoriel :
. g €dm a a
Ough® = \p// + <l/
brisure explicite brisure anomale (1.40)
(classique) (quantique)

Insistons sur le fait que ce terme est une caractéristique de la structure méme de la
théorie. Il ne dépend donc pas du processus de régularisation particulier qui a permis de
le mettre en évidence.

3Nous ne prétendons pas donner ici une description compléte du phénomeéne d’anomalie, mais simple-
ment une idée des mécanismes en jeu. Les anomalies présentent de multiples facettes. Une facon encore
différente de voir les choses peut ainsi par exemple &tre trouvée dans la référence [13].
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1.2 Les anomalies axiale et de trace

Dans cette section, nous allons dériver les anomalies qui surviennent dans les symétries
axiale et d’échelle d’une théorie des champs spinorielle en présence de champs de jauge.
Nous traiterons tout d’abord le cas de 'anomalie axiale, puis celui de 'anomalie de trace,
en mettant I’accent sur les similitudes et différences entre ces deux types d’anomalies. Les
calculs seront effectués dans le cas de QE D, puis généralisés a celui de QCD.

Le phénoméne d’anomalie n’est pas lié a un développement en série de perturbations.
Ceci ne signifie pas que tout calcul perturbatif est exclu. Il existe en fait une multitude
de méthodes, perturbatives ou non perturbatives, permettant de mettre en évidence les
brisures anomales des identités de Ward (1.29) et (1.33).

Nous allons opter dans ce chapitre introductif pour la méthode perturbative des rela-
tions de dispersion. Celle-ci exploite le caractére analytique des fonctions de corrélation
(excepté le long d’une coupure sur ’axe réel positif) afin d’exprimer leur partie réelle a
un ordre donné comme une intégrale sur leur partie imaginaire a cet ordre [14]. L’aspect
infrarouge des anomalies, moins connu, tranparaitra ainsi [6, 15, 16]. Différentes dériva-
tions perturbatives basées sur des méthodes de régularisation ultraviolette peuvent par
exemple &tre trouvées dans les références [6,10]. Ces derniéres contiennent également le
calcul non perturbatif de Fujikawa [17], qui repose sur l'analyse de la variation de la
mesure d’intégration fonctionnelle Dgy,.

1.2.1 L’anomalie axiale

Commencons par examiner la fagon dont I'identité de Ward naive (1.30) est corrigée
a une boucle. Pour ce faire, il nous faut paramétriser les fonctions de corrélation (1.31) et
(1.32) en termes de facteurs de forme. Considérons pour simplifier que les photons couplés
aux courants vectoriels j{r et je sont sur leur couche de masse, i.e., k% = k2 = 0. Compte
tenu de la statistique de Bose, la premiére amplitude s’écrit :

THoB (ky, ky) = F1(q%) e*PP7kpkao (k1 + k2)* + Fa(q?) (s“o"”kg — 8”’8pakf‘) k1pkao

+F3(q2) |:<6Hotpak:13 _ 8#)3,0ng> klkaU _ E:,LLC!,BU (kl _ k2)a’ (kle)] )
(1.41)

Notez que les identités de Ward associées aux courants vectoriels ji; et jg ont d’ores et
déja été imposées, i.e., k1o TP = kogT re — (. La contraction de amplitude ci-dessus
avec le moment entrant g, s’écrit :

quT”a/B(kl, kz) = q2F(q2) EaﬁpaklkaU’ (1.42)

avec F(q?) = F1(q®)+ F3(¢?). La seconde amplitude, quant 4 elle, admet la décomposition

tensorielle suivante :
Taﬁ(kl, kg) = G(q2) €aﬁpak1pk20. (1.43)

L’identité de Ward naive (1.30) devient ainsi :
¢*F(q*) = 2mG(q°). (1.44)

Cette relation est satisfaite par les parties imaginaires des fonctions F' et G a 1'ordre

d’une boucle :
@*Im FO (¢?) = 2mIm GV (¢?). (1.45)
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En effet, celles-ci sont reliées par le théoréme optique a des amplitudes de type ‘tree-level’,
c.-a-d. exemptes de boucles. Leur définition ne présente donc pas d’ambiguité liée & un
processus de régularisation.

Les facteurs de forme totaux s’obtiennent & partir de leur partie imaginaire au moyen
de relations de dispersion non soustraites? :

T Jam?2 t—q2’ ™ m2 t—q2

Multiplions F(Y) par ¢ =t — (t — q2) a 'intérieur de la premiére des ces deux équations.
La relation (1.45) implique dans ce cas :

00 (1) 0
FFO(g?) = 1 / g 1 / dtIm FO (1) = 2mGO (¢?) + KV, (1.47)
. J4

T Jam2 t — g2 T Jam2

avec
"0 M
2m s Im G\V () .

0 _
A ™ Jam2 t

(1.48)

La partie imaginaire du facteur de forme G & une boucle s’obtient par les régles de
Cutkosky :

2m 1++/1—4m?2
Img(l)(t):_%Tln(lf ﬁ_lxzﬁ)a(t—mﬂ), (1.49)

avec §(z) = 1 pour z > 0 et §(z) = 0 pour z < 0. L'intégration est immeédiate. Nous
obtenons la valeur (non nulle!) :

K = @?/2n2. (1.50)

L’identité de Ward (1.44) est donc corrigée par un terme constant @?/272 & 'ordre d’une
boucle. Celui-ci n’est autre que la valeur en ¢ = 0 du diagramme triangulaire PVV :

KV = —2mGM(0), (1.51)

comme il ressort de I’équation (1.48).

Notez que, bien que U'intégrale (1.48) soit indépendante de m, l'intégrant correspon-
dant s’annule en chaque point excepté a l'origine lorsque m tend vers zéro. Nous avons
plus précisément :

lim (-2—7”%) = KWs(t). (1.52)

'Le long de la coupure ¢® > 4m?, F(q?) est défini par : F(q?) = lim._o F(q® + i¢).
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Graphiquement, ceci se traduit par :

(1)
_2_m ImG™ (t) (Mev-2)
m t
0.04
0.03
0.02
0.01
t(MeVv?)
Fig.3
Traits courts : m = 0.5 MeV.
Traits longs : m = 0.4 MeV.
Continu : m = 0.3 MeV.
L’équation (1.52) peut encore s’écrire, via la relation (1.45) :
lim Im FO(t) = —nKs(t). (1.53)
m—

L’anomalie axiale (1.48) apparait donc dans le formalisme adopté ici comme une consé-
quence de la singularité qui survient dans la fonction de corrélation (1.31) en ¢ = 0
lorsque m est posée égale a zéro. La masse m joue ainsi le réle de régulateur infrarouge.
Le processus de régularisation est constitué des équations (1.41) et (1.46) pour m # 0.
Notons encore que cette singularité, qui se manifeste par une fonction delta dans la partie
imaginaire de F, se traduit par un pole en ¢?> = 0 dans le facteur de forme complet.

Finalement, l'identité de Ward naive (1.30) est modifiée & une boucle de la facon
suivante :

2
qu TP (1, k) = 2mT % (ky, ko) + %e“ﬁﬂ”klpkgg, (1.54)
ce qui correspond au niveau opératoriel a la relation :
. . = 2 ~
8#-751,QED = QZmll/)f)/Sw - %FMVF'[W (155)

avec a = €2 /4w et FHV = LenaBF g,

Il se fait que cette équation, dérivée a 'ordre dominant du développement en la
constante de couplage e, reste en fait valable aux ordres supérieurs pour autant que
les parameétres nus soient remplacés par les paramétres renormalisés [18]. Le diagramme
triangulaire AV'V contient donc la structure compléte de I'anomalie axiale.

Revenons un instant sur 'imposition des identités de Ward vectorielles en (1.41) et
(1.43). Celles-ci garantissent le maintien de I'invariance de jauge U(1)em aprés quantifi-
cation. De maniére générale, ce maintien n’est pas automatique. En effet, il s’avére que
le processus de régularisation, quel qu’il soit, ne peut a la fois préserver les identités de
Ward vectorielles et axiales, mais la symétrie & sacrifier n’est pas précisée. Le choix de la
symétrie axiale est dicté par I’exigence de renormalisabilité de la théorie de jauge U(1)epm,-
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Que devient I’équation anomale (1.55) dans le cas d'une théorie de jauge spinorielle
non abélienne telle que QC D ? Pour un quark coloré de masse m, la densité lagrangienne
a considérer s’écrit : .

Loop =% (P —m) v - 7G2G, (1.56)

avec Py, la dérivée covariante sur les champs de spineurs :
P, =10, + g:A,, (1.57)

et G = GZUX’/Q = 0,A, — 0,A, —igs[A,, Ay], le tenseur de force correspondant
(a =1,..,8). Le champ du gluon est noté par A, = AG\*/2 et gs désigne la constante
de couplage forte. Les courants associés a la symétrie de jauge SU(3)¢ sont formellement
identiques a ceux trouvés en (1.9) dans le cas de la symétrie globale SU(3)y. La sub-
stitution de ces courants & ;& , et jbn dans l'identité de Ward anomale (1.54) produit
simplement un facteur de couleur :

a \b ab
O o Tr (A_A_> _ (158)

ce qui implique pour la divergence du courant axial [19] :

3#51,@01) = 2imapysth — $ WGt (1.59)

avec aig = g2 /4 et GHva = %5“” aﬁGgﬁ. Le diagramme triangulaire AV'V suffit donc cette
fois encore au calcul de ’anomalie. Notons toutefois la présence de termes non linéaires en
AF dans I’'équation ci-dessus. Ceux-ci témoignent de I'existence de nouveaux diagrammes
anomaux.

Pour terminer, combinons les résultats (1.55) et (1.59) pour les trois saveurs légéres
u, d et s. Le champ 1 désigne cette fois un vecteur colonne & trois composantes, tandis
que les parametres m et () deviennent des matrices 3 x 3 :

u my 0 0 2/3 0 0
v=|[d|, m=[0 mis 0|, Q=0 -1/3 o |. (1.60)
s 0 0 my 0o 0 -1/3

Outre le courant axial singulet de saveur j4 = pyHysp, certains des courants Jh" définis
en (1.9) sont également susceptibles de recevoir des contributions anomales®. Introduisons
la notation jio = E’y"%’\;ip, avec \0 = 13x3\/m- Le courant axial peut ainsi étre
traité comme une neuviéme composante de 'octet { jia} Les résultats qui précédent
impliquent :

o, = ipd X O (X ga gma Ny L (X g2) By, B

(I _Z'IIJ 2,m 751/)_47_‘_ r 9 pnv - 027_‘_ r 2Q 224 ’
(1.61)

avec Ngo = 3, le nombre de couleurs, et a = 0, ..., 8. Une anomalie se présente effectivement

’Notons que, par rapport a la définition (1.9), chacune des composantes de 1 est cette fois elle-
méme constituée de trois spineurs, correspondant aux trois couleurs de QC'D. Les matrices de Gell-Mann
n’agissent cependant pas sur ceux-ci, et les courants j4* sont singulets de couleur.
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pour a =0, 3 et 8:

.ua Qs A% a A
al —5Tr (5) | —NogTr (5 @)
3| (@ytysu — dytysd) /2 0 i
8 | Wyt ysu + dylysd — 25y y5s)/2v/3 0 I3
0| (@ytysu+ E’Y‘u’)’sd + §7u753)/\/6 _410\76 _WL\/f_i
Tab.2

1.2.2 L’anomalie de trace

Considérons & présent la brisure anomale de lidentité de Ward naive (1.38). Nous
allons suivre pas & pas ’analyse de la section précédente afin de mettre en évidence les
similitudes et différences entre les deux types d’anomalies. Compte tenu de la nécessité
de conserver le courant électromagnétique, les fonctions de corrélation (1.36) et (1.37)
admettent les paramétrisations suivantes :

I%(k) = II(k?) (kakﬁ—kznaﬁ), (1.62)

AB(k) = A(K?) (k-akﬁ—k%aﬁ). (1.63)

La relation (1.38) peut ainsi se réécrire :

0
2 2y _ 2
—2k Wl’[(k ) = mA(k?). (1.64)
De méme que 1’équation (1.44), I'identité ci-dessus est satisfaite par les parties imagi-
naires des facteurs de forme II et A & ’ordre d’une boucle :

41&% I T (k2) = m Im A®) (2). (1.65)

D’autre part, 'utilisation d’une relation de dispersion non soustraite dans le membre
de gauche de I’équation (1.64) permet d’écrire :

in(l)(]g) = —

072
2k Ok2 T

== | a——2 (1.66)

2k2 /OO g 1M () 2k > AImIIM(t)/ot
Am?2 (t — k2)2 T Jam?2 t— k2

ol la derniére égalité est obtenue par une intégration par parties (le terme intégré est
nul). Une manipulation analogue & celle utilisée en (1.47) permet & présent de conclure :

Am?2 t— k2 T

0 2 [ tdImIIM(t)/ot 2 [  dImIIM(2)
k2 K2y = 2 g
2k 3k2H (%) ™ / at * ‘/4,”2 dat ot

= mAOE) + K, (1.67)
avec le terme anomal

o0 1)
m gt Im AW ()
T Jam2 t

K = = —mA®(0). (1.68)
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La partie imaginaire de AM) est donnée par :
2Q? m3 1

T 2 /1 4m?/t

Im AD(t) = — 0 (t—4m?). (1.69)

Aprés intégration, nous obtenons :
K = @?/6n2. (1.70)

Remarquons la similarité entre les équations (1.68) et (1.48) : dans les deux cas, I’anomalie
s’exprime comme une intégrale sur la partie imaginaire du terme de brisure classique ou,
alternativement, comme la valeur & énergie nulle de ce terme. Dans ce cas-ci, ’anomalie
peut en outre étre obtenue via un processus de limite :

2
K, = lim ~Tm T (1), (1.71)
comme il ressort de I'intégration par rapport a ¢t de dIm II(Y)(¢) /9t dans I’équation (1.67).

Notons que l'intégrant (1.68) tend a nouveau vers une fonction delta lorsque la masse
du spineur tend vers zéro :

lim (-TM> — K95(1). (1.72)

Graphiquement, ce processus de limite est toutefois différent de celui observé en (1.52) :

m ImA® (t)

T

(MeV~2)

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

t (MeV?)

Fig.4
Traits courts : m = 0.5 MeV.

Traits longs : m = 0.4 MeV.
Continu : m = 0.3 MeV.

L’identité de Ward anomale (1.67) implique la modification suivante de ’équation
(1.38) a 'ordre d’une boucle :

b 2
<2 - k“%) %8 (k) = mA*P (k) + % (kakﬁ - k%aﬁ) , (1.73)
c.-a-d., au niveau opératoriel :
) — aQ?
Ouiporp = MY + 6—7TF“”FW' (1.74)
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Remarquons a nouveau la similitude entre les équations (1.55) et (1.74).

Les brisures anomales des symétries axiale et d’échelle semblent donc étre analogues.
Ceci est toutefois un artéfact de la méthode utilisée. Un terme anomal de type nouveau,
proportionnel au parameétre m, doit en effet étre ajouté a la divergence du courant ci-
dessus, a ’ordre considéré.

Il existe une facon simple, bien que heuristique, de dériver ce terme, ainsi que les
corrections d’ordre supérieur en « a 1’équation (1.74). La brisure anomale de la symétrie
d’échelle peut en effet étre associée a la nécessité de définir la théorie a une échelle u donnée
au niveau quantique : 1’échelle de renormalisation. La dépendance en p des constantes de
couplage (g) et masse (m) renormalisées d’une théorie quantique des champs arbitraire
(mais tout de méme renormalisable) est encodée dans les fonctions (g) et yﬁﬁ) du groupe
de renormalisation®, respectivement :

_ 99 (¢) — _, dlnm
5(9)—#(9”, Y = —h g (1.75)

Intuitivement, cette dépendance confére aux parameétres g et m les propriétés de trans-
formation suivantes sous un changement d’échelle infinitésimal” :

9(w) — gle™"p) > g(p) —apdg/ou = g(u) — af(g), (1.76)
m(p) — m(e “u) ~m(u) — apdm/op = m(p) + amyQ). (1.77)

La variation de I’action correspondante est donnée par :

oL oL oL oL
= [d'z = — S 1y (2= Edad PN
3Sano /d x (89594— 8m5m> al/d x <8g B(9) 5 ) : (1.78)

L’expression entre parenthéses peut étre interprétée comme une contribution addition-
nelle, d’origine quantique, a la divergence du courant de dilatation classique. Ceci nous
meéne & I’équation anomale :

oL

= A9
5 - (1.79)

. oL
Ouip = Pp + 8—95(9) -
L’anomalie (1.78) est indifféremment appelée ‘anomalie d’échelle’ ou ‘anomalie de trace’
étant donné la relation (1.19). Le résultat ci-dessus peut par ailleurs étre généralisé a
plusieurs masses et constantes de couplage.
Dans le cas de QED, nous avons explicitement [20] :

8Mj%,QED =m(1l+ 'yﬁi))w + %FWF‘“’- (1.80)

La fonction 3(e) est donnée & 'ordre dominant par : B(e) = 4e3/3(4m)? + O(e®), ce qui
correspond au coefficient anomal suivant (avec @ # 1) :
BeQ) _ aQ?

m = 6—71' + O(OzQ). (1.81)

6 La fonction %(g) est connue sous le nom de ‘dimension anomale’.
"Le paramétre o qui apparait dans les équations (1.76) et (1.77) est bien entendu celui du tableau 1
(p.7), et n’a rien & voir avec la constante de structure fine.
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Ce coefficient est bien identique a celui obtenu en (1.74). Le fait que le premier terme de
la fonction béta ait été reproduit par I’analyse de I'identité de Ward naive (1.38) a ’ordre
d’une boucle est bien str lié a la présence de la fonction de polarisation du vide II(k). Le

terme proportionnel a 755) , d’'un autre co6té, ne s’est pas manifesté. Il requiert visiblement
I’analyse d’autres identités de Ward.

Dans le cas de QCD, la divergence du courant de dilatation est donnée par une
expression analogue & celle de I’équation (1.80), avec F),,, remplacé par G}, Le premier
terme de la fonction béta correspondante s’écrit : 3(gs) = — (11N¢/3 — 2n¢/3) g3 /(4m)2 +

O(g3), c-a-d. :
5(95) Qg 112\/0 QTLf 9
_ _ )V o 1.82

2gs 8 3 3 (a5), (1.82)

ou ny désigne le nombre de saveurs actives.

En définitive, ’anomalie de trace peut étre vue comme un analogue scalaire a ’anoma-

lie axiale, avec toutefois un certain nombre de différences, dont voici les plus frappantes :

— L’anomalie de trace n’est pas contenue entiérement dans la limite m — 0. Elle

comprend en effet des termes proportionnels aux masses des champs de matiére,
contrairement a ’anomalie axiale.

— La structure de I’anomalie de trace n’est pas donnée complétement par le premier
terme du développement perturbatif en la constante de couplage g de la théorie
considérée.

— Dans le cas de QCD, ’anomalie de trace est non seulement sensible aux contribu-
tions des boucles de quarks, mais également & celles des gluons virtuels, comme en
témoigne le premier terme de 1’équation (1.82).

D’autre part, de méme que 'anomalie axiale peut étre vue comme le résultat d’'un
conflit entre invariance de jauge et invariance sous U(1)4, on peut montrer que l'ano-
malie d’échelle provient d’'une incompatibilité entre les identités de Ward associées aux
translations, aux dilatations et aux transformations de jauge [16].

Enfin, notons pour référence ultérieure la divergence du courant de dilatation dans le
cas des trois saveurs légéres u, d et s couplées aux interactions fortes et électromagnétiques,
au premier ordre en « et a tous les ordres en ag (ou plus précisément aux ordres a”a?) :

iy = m (1 +%) + %ff)) P+ ﬁQ(—j““‘)GZVGW“ + NC%TT (Q?) Fu F*,  (1.83)

ol les dimensions anomales 'y,(ﬁ) et '75;‘{5) sont & valeur matricielle.

1.3 Implications phénoménologiques

Nous avons vu que les équations classiques (1.10) et (1.20) devaient étre modifiées
aprés quantification, en présence d’interactions fortes ou électromagnétiques. Les effets
observables de ces modifications sont multiples. Nous n’allons pas tenter ici une revue
systématique, mais plutot nous concentrer sur ceux de ces effets qui nous seront utiles
dans I’analyse du chapitre 3 (en poursuivant toutefois une étude comparée des deux types
d’anomalies). Ceux-ci suffiront d’ailleurs a illustrer I'importance des anomalies au niveau
phénoménologique, ce qui constitue 1’objectif principal de cette section.

Nous allons auparavant introduire un modeéle effectif, le ‘Modéle Sigma Non Linéai-
re’, afin de paramétriser les interactions fortes des mésons pseudoscalaires légers a basse
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énergie, impossibles a décrire par des méthodes perturbatives en gs. Ce modeéle n’est pas
a proprement parler indispensable & I’analyse des effets anomaux que nous souhaitons
effectuer. Au ‘“tree-level’, la plupart de ses prédictions sont en effet identiques a celles
des théorémes d’algebre des courants®. Or la formulation des sections suivantes dans ce
langage permettra de déja mettre en place le formalisme utilisé dans le chapitre 3.

1.3.1 Préliminaire : le Modéle Sigma Non Linéaire

Dans la limite de quarks de masse nulle, le Lagrangien fort associé aux saveurs lé-
géres u, d et s est invariant sous les symétries globales SU(3)y et SU(3)a (cf. section
1.1.1). Cette propriété d’invariance ne se manifeste cependant pas, au niveau du spectre
hadronique, par la présence de multiplets de SU(3) quasi dégénérés de parités opposées,
comme ce serait le cas si la symétrie était réalisée dans le mode de Wigner-Weyl. Les
faibles valeurs des masses des huit pseudoscalaires les plus légers® [21],

myo = 134.9766 £ 0.0006 MeV, my+ = 139.57018 £ 0.00035 MeV,
Mo g0 = 497.648 £ 0.022 MeV, m+ = 493.677 £0.016 MeV, (1.84)
my = 547.75 £ 0.12 MeV, m,y = 957.78 £0.14 MeV,

suggeérent au contraire une réalisation de la symétrie SU(3)4 dans le mode de Nambu-
Goldstone, avec les composantes de 'octet (7w, K, 1) comme bosons de masse (quasi) nulle
caractéristiques.

Introduisons la notation 95 = 3 (1+7;)t. Les composantes gauches (L) et droites (R)
de 9 se transforment indépendamment sous une transformation combinée de SU(3)y et

SU(3)a

’l/JL(R) - 1/’,L(R) = e i /21/JL(R), afa =ay taj (a=1,..,8), (1.85)

ce qui définit le groupe chiral SU(3); x SU(3)g. Les propriétés de transformation non
linéaires des pseudo-bosons de Goldstone (7, K, 7n) peuvent s’écrire facilement en termes
de af et a% a condition de rassembler les champs correspondants au sein d’une matrice

3 x 3 unitaire unimodulaire U :

U0 = ( g X /2) (eia“RA“/2> . (1.86)

Différentes paramétrisations de U sont possibles. Nous adopterons la représentation ex-
ponentielle :

75 _iV2®/Fy _ V2~ &2 Z\[ I =y
U=eV2/f — 13,54 o @—ﬁ@ 378 +6F4<1> + ..., (1.87)
ol F a les dimensions d’une masse et
7"_ T8 + +
e (VBTG T r
_ _ =n> | Mg

D= 7 = T \/— + \/— K . (1.88)

K- K

NG

& . 2 N v 12 . . . . .

Nous serons toutefois amenés & considérer la limite de grand N¢, qui n’est habituellement pas in-
corporée dans ces théorémes, afin d’introduire explicitement I’anomalie axiale forte dans le modéle non
linéaire.

9Ces valeurs sont celles que nous utiliserons par la suite. Le n', plus lourd, a été indiqué afin de
permettre une référence ultérieure.
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D’autre part, ’anomalie U(1)4 disparait dans la limite de grand N¢ [22]. Le groupe
chiral SU(3)r, x SU(3) g peut donc étre étendu & U(3) 1, x U(3) g dans cette limite. La prise
en compte du neuviéme boson de Goldstone généré dans ce cas par la brisure spontanée
de la symétrie U(1)r, x U(1)g vers le sous-groupe diagonal U(1)y nécessite I’adjonction
d’une phase & la matrice U. La représentation exponentielle est ainsi généralisée de la
fagon suivante :

U = eiV2®/Fx _ iV2n0/V/3Fx ﬁ’ d=>+ %13X3_ (1.89)

En pratique, bien str, le nombre de couleurs n’est pas infini et les masses des quarks
ne sont pas nulles. Ces deux limites constituent néanmoins, aprés introduction des correc-
tions dominantes, un ‘ordre zéro’ raisonnable & partir duquel d’autres corrections peuvent
éventuellement étre effectuées (on parle alors de ‘Théorie de Perturbations Chirales’, no-
tée ChPT) [23-25] Le Lagrangien effectif & basse énergie décrivant les interactions des
neuf degrés de liberté (m, K, ng,1ny) de fagon compatible avec la symétrie chirale a 1'ordre
le plus bas de ’expansion combinée en les moments, les masses des quarks et 1/N¢ est
celui du ‘Modele Sigma Non Linéaire’ [26] :

Fr n . Fx t i
Ly = ITT (@LU@“U ) +I’FT’I‘ (mU +Um)
F2 9 2 F2
s _ T -n T_
T (Tran Tran) +FTr (A (UU 13X3)), (1.90)

oil la matrice des paramétres de Lagrange \ implémente la contrainte UUT = 1. Notons
que la double invariance sous P et sous C'P a été imposée.

La matrice de masse des quarks m est diagonale et réelle. Nous avons toutefois gardé
une expression compatible avec un paramétre de brisure explicite non hermitien en vue
de ’analyse du chapitre 3.

Le développement de I’exponentielle dans le second terme du Lagrangien (1.90) permet
d’exprimer les masses des pions et des kaons en termes de celles des quarks et de la
constante r, liée au condensat (gq) (¢ = u,d, s) :

2

m2, = g (my +mg), miy = =(my,+mg), mie= g(md—i—ms). (1.91)

N3

En outre, la masse du 7¥ est égale a celle du 7+ & des corrections d’ordre (m,, —mg)? prés.
Celles-ci proviennent du mélange 4 trois particules m3-ng-n, — 7-n-n/, également généré
par le terme de masses des quarks du Lagrangien (1.90), et qui requiert une brisure de
'invariance sous SU(2);.

Notons que, dans le cas de particules chargées, la comparaison des expressions ci-dessus
aux masses expérimentales (1.84) nécessite la prise en compte des effets électromagné-
tiques. Ceux-ci peuvent étre estimés facilement a 1'aide du théoréme de Dashen [27] :

(mgﬁ — mio)em ~ (mfﬁ - mio)em, (1.92)

ol le membre de droite est donné en bonne approximation par la différence des masses
observées 82, =m?2, —m?, ~ (35.5 MeV)>.

Le troisiéme terme du Lagrangien (1.90), responsable de la brisure explicite de la
symétrie U(1)4 a ordre le plus bas (non trivial) de 'expansion en 1/N¢, résulte par
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ailleurs en une contribution supplémentaire mq & la masse du méson 7. Celle-ci modifie
de maniére dramatique les paramétres du mélange m3-ng-n, (ou simplement ng-n, dans
la limite d’isospin). Nous reviendrons sur ce point dans la section suivante.

Introduisons la définition m = (my + my) /2. Dans la limite d’isospin, m, = mg =
m. Solent my et mg, les masses issues de l'équation (1.91) dans cette limite. Tenant
compte des effets électromagnétiques mentionnés ci-dessus, ces deux quantités peuvent
étre estimées a partir des masses (1.84) de la fagon suivante :

mi = (Miey — O + M) /2 = (495 MeV)?,  my =~ myo. (1.93)

Explicitons encore les équations du mouvement associées au Lagrangien (1.90) :

B, (Ua”UT) + g (mUT —Umt ) - %Tr (1nU “ln UT) : (1.94)
U+ (mUt +UmT) = -\ (1.95)

Examinons a présent la fagon dont les anomalies de QC'D (1.61) et (1.83) se mani-
festent au niveau de la théorie effective (1.90).

Considérons tout d’abord la brisure anomale de la symétrie U(1)4. De maniére gé-
nérale, I'invariance sous U(3)4 du modele non linéaire est brisée explicitement par les
deuxiéme et troisiéme termes de I’équation (1.90). Les courants de Noether correspon-
dants,

F2 (X
Jie =i T (7 {U, 8“UT}> (@a=0,...,8), (1.96)
ne sont donc pas conservés le long des solutions des équations du mouvement classiques
(1.94) et (1.95). Plus précisément, les densités de Noether associées, définies en (1.27), ne
sont pas identiquement nulles. Nous avons plutot :

- e (5 (mar)- ()
+i vaimg Tr <%a) Tr (an “In UT) . (1.97)

Il est trivial de vérifier que 9,J%" est bien égal a ¢% le long des solutions de I'équa-
tion (1.94). La comparaison des équations (1.61) et (1.97) dans le cas d’une matrice m
diagonale et réelle (et en 1’absence de corrections électromagnétiques, bien entendu) per-
met d’obtenir, pour a = 0, les représentations chirales dominantes des termes de brisure
explicite et anomale de la symétrie U(1)4 :

_ F2
2ipmystp — i (m (U _ UT)) , (1.98)

S ~ F2
—?z‘r GG = imiTr (1nU ~In UT) = —Fomiv6n,. (1.99)

Cette identification terme & terme est permise parce que, (i) au niveau fondamental comme
au niveau effectif, les équations du mouvement n’ont pas été utilisées et (ii) au niveau
effectif, les effets de boucles (et donc les corrections éventuelles au théoréme de Noether)
sont d’ordre supérieur.
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D’autre part, I’équation (1.96) permet d’identifier Fr a la constante de désintégration
du pion, a I'ordre p?. Cette derniére est en effet définie par :

iV2Fpt = (0|dy*ysu| 7t (p)), (1.100)

or I'opérateur dyt~ysu peut étre représenté par la combinaison de courants .J ﬁl —3J f =
—F,\/20Mnt 4 ... a Tordre p?. Expérimentalement, F; = 92.4 MeV [21].

La présence des paramétres dimensionnels Fr, rm et mg dans le Lagrangien (1.90)
brise par ailleurs I'invariance de I’action correspondante sous les transformations d’échelle.
La représentation non linéaire du courant de dilatation s’écrit :

2
Jh =1, [%TT (aVUaMUT + a“Ua”UT) — n“”CNL] . (1.101)

o, 2 . 212 2 v
La quantité entre crochets n’est autre que le tenseur énergie-moment amélioré @“N .- La
densité de Noether associée est non nulle puisque le modéle n’est pas invariant sous
dilatations. Nous avons explicitement :

op = —%72 Tr (3uU3“UT> — F2rTr (mUJr + UmT>
F? 2
~ N (TrnU - TrinUt)". (1.102)

Remarquons que g, est bien égal & @Z, ~7, (sans qu'il soit nécessaire d’utiliser les équations
du mouvement). Comparons & présent les équations (1.83) et (1.102) pour une matrice
m diagonale et réelle (et ignorant toujours les effets de ’anomalie de QED). Le terme
proportionnel & m dans 1’équation ci-dessus, lié & la dynamique des instantons, n’a pas
d’équivalent au niveau de la divergence du courant de dilatation (1.83). Nous avons donc :

om (1 + 7533)) ¥ — —FTr (m (U + UT)) : (1.103)
52(—55)0;‘;,,(;#” - —%3% (a.vorut) . (1.104)
(9s)

Ceci correspond a une matrice de dimensions anomales v, égale & 3x 13x3 étant donné la
représentation chirale de 'opérateur ¥pmap fournie par le terme de masses du Lagrangien
(1.90).

Notons qu’un terme proportionnel & T'r ('rn (U +U T)) n’est habituellement pas exclu
de la bosonisation de 'opérateur anomal G, G*”* a I'ordre dominant. De notre point de
vue, cependant, le second terme de 1’équation (1.102) ne peut étre attribué (en tout ou
en partie) a "anomalie G}, G* puisqu'il est le pur produit de la brisure de la symétrie
d’échelle par la matrice de masses des quarks m, les équations du mouvement n’ayant
pas été utilisées.

Les équations (1.99) et (1.104) présentent un intérét particulier : elles permettent
I’estimation des éléments de matrice hadroniques a basse énergie des opérateurs anomaux,
potentiellement importants mais impossibles a obtenir par une résolution perturbative de
QCD. Nous avons ainsi, par exemple :

N

0> ~ —Fov/Bm, (1.105)
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(* ()7 (po) | 525, G

29s

0> ~ 2p1pa. (1.106)

Nous reviendrons sur ces équations (et sur leur comparaison avec les estimations des
références [28] et [29]) dans la section 1.3.4.

Pour terminer, rassemblons ici les valeurs de quelques temps de vie et largeurs de
désintégration qui nous seront utiles par la suite [21] :

Tr0 = (8.440.6)107 17 s, Tr+ = (1.2384 £0.0024) 108 s,

(1.107)
T, =1.29 +0.07 KeV, T,y = 0.202 + 0.016 MeV.

Les états propres de saveur K° et XO, quant & eux, different des états étranges neutres
physiques étant donné la possibilité de transitions K° « & au second ordre en interac-
tions faibles. Cette distinction, qui pouvait étre ignorée en (trés) bonne approximation au
niveau des masses (1.84), ne peut plus ’étre au niveau des temps de vie. Dans la limite de
conservation de C'P, que nous adopterons tout au long de ce travail, les états physiques
K et K9 coincident avec les états propres de CP K9 et K :

K&K’ KO+ K’
K~ Ky == (170 =07), K=~ K} %

Les temps de vie correspondants sont donnés par [21] :

(JPC =071). (1.108)

Tio = (0.8958 £0.0006) 10710 s, 7o = (5.18£0.04)107® s. (1.109)

1.3.2 La masse du 7/ et la masse des nucléons

Nous avons vu que la brisure anomale de la symétrie U(1)4 de QCD était a l'origine
d’un terme de masse effectif m% au niveau du Lagrangien (1.90). Il existe un équivalent
scalaire a ce phénomeéne de génération de masse : I’anomalie d’échelle de QC D, elle aussi,
affecte le spectre hadronique.

Examinons ces effets anomaux de plus prés, & commencer par celui de ’anomalie
axiale, responsable d'une modification du mélange ng-1,.

Le mélange 7g-7, et la masse du 7/

De maniére générale, toute interaction qui brise la symétrie SU(3)y est susceptible
d’induire un mélange entre la huitiéme composante de 'octet ng et le singulet n,. Considé-
rons un mélange & deux particules. La matrice de masses carrées correspondante s’écrit :

m2 m2
M2, = ( 78 80 ) 1.110
80 mdy m2, ( )

Supposons en outre un angle de mélange 6 p indépendant de 1’énergie. Les états physiques
n et 1) s’expriment dans ce cas en termes de ng et de 7, de la maniére suivante :

n \ [ cosfp —sinfp Mg
< n' ) - < sinfp cosfp > < Mo >’ (1L.111)
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avec Op € | -7, %[ Ces états diagonalisent la matrice (1.110). Nous obtenons ainsi :

2 2
mﬂo B mﬂs
m s T m? 2
m% = _Ms "o F - \/(m + 4 (mso) ,
m + m2
mZ = — T4 \/(m 2 44 (m)°. (1.112)

2

ne tandis que les signes infé-

Les signes supérieurs correspondent a la situation m%0> m,
rieurs décrivent le cas m7270< m%s

Une violation de I'invariance sous SU(2); a bien stir pour effet d’é¢tendre le mélange
ci-dessus aux trois états m3-ng-n,. Dans le modéle non linéaire, en particulier, la matrice

de masses carrées des mésons neutres est ainsi donnée par :

Z (my +mg) ﬁ (my, — mg) % (M, —mg)

75 (Mu—ma) 355 (M +ma —2ms)  mf+ 3 (ma + ma +ms)

Les éléments m3ng et w37, de cette matrice nous seront utiles dans le chapitre 3.

Revenons toutefois pour le moment a un mélange a deux particules, c.-a-d., au niveau
du Lagrangien (1.90), & Papproximation m, = mg4. Les masses des quarks ainsi que le
paramétre r peuvent étre éliminés au profit des masses m, et my grace aux relations
(1.91), considérées dans la limite d’isospin :

: §(4mf —m3) 2 (mi —m)
Mo,vz = 22/, 2 2 2,1 2 2 . (1.114)
3 (mK - m7r) my + 3 (2mK +m7r)
Remarquons au passage la relation de Gell-Mann-Okubo : mZ_ = (4mj —m2)/3. L'in-

variance de la trace de la matrice ci-dessus sous changement de base permet d’estimer la
contribution anomale m3 :

mé = m% + mg, — 2m% ~ (853 MeV)?. (1.115)
Les équations (1.112) impliquent & présent :

4y, —m2)

tg26 = ~ —0.74, -~a-d. Op ~ —18.3°,
8vp 3m3 — 2(m2% — m2) e e
2 2 2 2 2 212
2 2 my Mg 4(mK —m2) 4(mK —mz)
= 0 _ "0 /1_
T KT T \/ 3mg | md
~ (500 MeV)?,
2 2 2 2 2 212
2 2 my | My d(my —mz2)  4(mf —m3)
;= —04 01—
M Mg+ 2 + 2 \/ 3mg + mé

12

(984 MeV)?. (1.116)
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Les masses (1.116) reproduisent les valeurs expérimentales (1.84) avec une erreur de
lordre de 10% (inférieure, donc, a la précision attendue du modeéle non linéaire, de ’ordre
de 25%). Signalons que des corrections d’ordre supérieur en 1/N¢ sont habituellement
invoquées afin d’améliorer ce résultat [30-32].

En I’absence d’anomalie (i.e., mg = 0), nous aurions obtenu un angle de mélange idéal
6p =arctg(1/ \/5) ~ 35°, ainsi qu'une dégénérescence des états 7’ et 7/, en contradiction
flagrante avec les données (1.84) [33]. Ceci témoigne de la puissance des anomalies au
niveau phénoménologique!”.

11 existe bien entendu d’autres fagons d’extraire ’angle de mélange (1.111) & partir des
masses des neuf pseudoscalaires légers. Suivant une procédure répandue, les parameétres
m%o et mgo sont exprimés en fonction de m%s et des valeurs expérimentales m?’ et m2,
a l’aide des propriétés d’invariance de la trace et du déterminant de la matrice (1.110)
sous changement de base. Le paramétre m%s est alors supposé satisfaire la relation de

Gell-Mann-Okubo corrigée d’une quantité ¢ :
1
m? = §(4m%(—m72r)(1+5). (1.117)

L’angle 6p ainsi obtenu est toutefois trés sensible a la valeur de 9, calculée en théorie de
perturbations chirales SU(3)r x SU(3)r [34]. De plus, la paramétrisation (1.111) n’est
plus nécessairement valide au-dela du ‘tree-level’.

La discussion d’une détermination précise de la structure des états physiques 7 et 1’ &
partir de "analyse simultanée d'un ensemble de données expérimentales dépasse le cadre
de ce travail. Signalons simplement qu’un angle de mélange de l'ordre de —20° (compa-
tible, donc, avec la valeur obtenue ici) a longtemps été privilégié. D’autres modélisations
du mélange ng-1, ont cependant été proposées plus récemment [35]. Notons également
qu’'une éventuelle composante gluonique ou ¢¢ n’est pas exclue.

La masse des nucléons

De méme que 'anomalie axiale affecte le spectre des mésons, ’anomalie de trace affecte
le spectre des baryons, comme nous allons le voir maintenant dans le cas des nucléons.

La valeur moyenne de la trace du tenseur énergie-moment pour ’état & un nucléon N
est donnée par :

my U(p)u(p) = (N (p) |OL| N (p))

_ (1.118)
= (N(p) [Bm(1+ 7@y + S Ge, Gre

N(p)>,

ol u(p) désigne l'onde plane d’impulsion p et my est la masse du nucléon. La fonction
B ci-dessus correspond a celle de I’équation (1.82) avec No = ny = 3. Les contributions
des quarks lourds g = ¢, b,t se découplent dans la limite mg, — 00, et peuvent de ce fait
étre négligées'! [36].

L’équation (1.118) indique que la masse des nucléons regoit non seulement des contri-
butions des masses des quarks de valence u et d, mais également de la masse du quark
étrange s et de 'anomalie béta de QCD. 1l s’avére en fait que cette derniére domine.

ONotons que la valeur particuliérement élevée de la masse mo est par ailleurs responsable de la qualité
de la symétrie d’isospin dans le spectre des pseudoscalaires légers.
1 Nous reviendrons sur ce point dans la section 2.3, au premier ordre en a.
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N

Les termes proportionnels & m, 4 et & m, reproduisent en effet environ 6% et 40% de
la valeur de my, respectivement, tandis que I’anomalie rend compte des 54% restants,
d’aprés l'analyse de la référence [37]. Si les masses courantes des quarks légers étaient
nulles, plus de la moitié de la masse du nucléon serait ainsi tout de méme générée grace
a la brisure anomale de la symétrie d’échelle de QC'D.

Notons qu’'un pendant pseudoscalaire & 1’équation (1.118) peut étre obtenu simplement
en remplacant la trace du tenseur énergie-moment par la divergence du courant axial
singulet de saveur. L’élément de matrice résultant est dans ce cas lié & la charge axiale
g%, caractéristique de la structure du spin du proton [38].

1.3.3 Désintégrations radiatives de (pseudo)scalaires légers

Tournons-nous & présent vers les anomalies électromagnétiques. Nous allons analyser
en particulier la fagon dont les termes anomaux F, Wﬁ #¥ de l’équation (1.61) et F,, F*¥ de
I’équation (1.83) permettent de décrire les désintégrations radiatives des pseudoscalaires
et des scalaires légers, respectivement.

Les désintégrations 7°, 1,7 — vy

L’incorporation de I'anomalie axiale de QFED dans le formalisme des Lagrangiens
chiraux se fait au travers de I'action de Wess-Zumino-Witten [25,39], a I'ordre dominant.
Alternativement, dans le modéle non linéaire (1.90), le terme anomal F),, F*” de I’équation
(1.61) peut simplement étre ajouté a la divergence du courant axial (1.97), ce qui donne :

pa  _ ulm 2 U-—ut
Oula g ({ 2 ’m} ( )>

F2 a
+i2]\7;cm3Tr <%) Tr (an - anT)

o ,\‘1 ~
—No—Tr | ==Q?) F,,F™ 1.11
oxr (T @) B (1119

pour une matrice m diagonale et réelle.

Le développement au premier ordre en ® des exponentielles U et UT implique, dans
la limite d’isospin (avec A% = 13x3+/2/3, cf. section 1.2.1) :

(9,“71’;3 = —Fm2n® — %Fwﬁ“” + ...
Tt = —Fr (m2 s +miong) — —7= FyuF™ + .
() na 118 80710 43 u
u0 2 2 Q 7
Wty = —Fx (msons + m%%) - W—\/EF,WF“ + ... (1.120)

Les paramétres de mélange m%s, m%o et m2, sont ceux de I’équation (1.114). Les relations

ci-dessus suggérent 'introduction des combinaisons :

J4 cosfp —sinfp JH8
77] p— A
( Jin, ) - ( sinfp cosfp Jgo ’ (1.121)
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avec 0p, I'angle de mélange déterminé en (1.116). Les équations (1.120) peuvent ainsi
étre réécrites sous la forme de relations PCAC (‘conservation partielle du courant axial’),
corrigées par ’anomalie :

OtAp
Am
ot P = 7% n,7n, pp désigne le champ correspondant et les coefficients Ap sont donnés
par :

OuTly p = —Femppp — ——Fu " + ., (1.122)

P | Ap
0 1
n (cosOP—QﬁsinHP) /3
n (sin9p+2\/§cosep) /3

Tab.3a

Considérons les fonctions de corrélation de chacun des trois termes de 1’équation
(1.122) avec deux courants électromagnétiques. Aprés transformation de Fourier et réduc-
tion du champ pseudoscalaire au moyen de la formule de Lehmann-Symanzik-Zimmermann,
nous obtenons :

2m2  Fym? aA
GuTE (k1 ko) T R P M(P ) 4+ S8k ke, (1.123)
—q“+mp ™
ot M (P — ~yy) désigne 'amplitude de Feynman associée au processus P — v, k1 et ks
sont les moments des photons finaux, ¢ = ki + kp et T B st I’analogue de la fonction
(1.31) dans le modgle non linéaire!? :

T k) = [ dydtze™ e (1 0TI (). (1124)

A strictement parler, I'équation (1.123) n’est valide que dans la limite ¢> — mfg. Pour
des mésons légers, cependant, et pourvu que la dépendance de M en ¢? ne soit pas trop
forte, cette équation peut étre extrapolée au point g2 = 0. Dans ce cas, la contribution
du membre de gauche s’annule puisque la fonction a trois points (1.124) ne comporte pas
de pole en g% = 0. Nous obtenons ainsi :

«
M(P —)E = ——Ar PPk ko, (1.125)
™
ce qui implique (cf. annexe E.5) :
a?AZm?
L(P =)= W- (1.126)
™

Compte tenu des temps de vie (1.107), les largeurs de désintégration ci-dessus se com-
parent aux rapports de branchement expérimentaux [21] de la fagon suivante :

‘ exp | th  [th/exp
Br (7% — ) | (98.798 £0.032) % | 98.65% | 0.999

Br(n—~y) | (39.434+0.26)% | 451% | 1.14
Br(f —yy) | (212+014)% | 2.6% 1.2

Tab.3b

12Notons que la charge du positron e a été incluse dans la définition des courants électromagnétiques
du modeéle non linéaire J&,,.
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Les amplitudes (1.125) ont été estimées a partir de 'angle théorique (1.116), tandis que les
facteurs cinématiques (y compris le facteur m4P résultant de la somme sur les polarisations
des photons) ont été évalués a I’aide des masses physiques (1.84).

L’accord remarquable entre théorie et expérience observé a la premiére ligne du ta-
bleau ci-dessus démontre le role prédominant de anomalie U(1)4 de QED dans les
désintégrations radiatives 70 — .

Il peut paraitre assez surprenant que celle-ci parvienne également & reproduire les
rapports de branchement expérimentaux des désintégrations n — vy et n’ — 4 a4 moins
de 20%. L’extrapolation hors de la couche de masse g2 — 0 est en effet dans ce cas plus
délicate étant donné les valeurs plus élevées des masses du n et surtout du 7’. De plus, des
erreurs importantes, de I'ordre de 20 & 30%'3, sont attendues au niveau des constantes
de désintégration des mésons 7 et 7, approximées toutes deux par F; dans le modéle non
linéaire, ainsi qu’au niveau de 'angle de mélange 6 p.

Or l'analyse ci-dessus peut étre reformulée & I’aide du Lagrangien de Wess-Zumino-
Witten étendu au groupe chiral U(3)7, x U(3)g. Dans ce cas, les trois sources d’erreurs que
nous venons de mentionner peuvent étre réduites par la prise en compte des corrections
d’ordre supérieur dans l'expansion chirale combinée avec 1/N¢. Le fait que les prédictions
des deuxiéme et troisiéme lignes du tableau 3b soient déja en bon accord avec les valeurs
observées plaide ainsi en faveur de la qualité de cette expansion.

D’autre part, il se fait que le processus 70 — v peut également étre décrit a 1’aide
d’une boucle de fermions chargés couplés au 7¥ par le vertex constant 75 [1]. Ceci n’est
pas étonnant si I'on se souvient que la valeur & énergie nulle de cette boucle n’est autre

que l'anomalie axiale de QED, comme indiqué en (1.51).

Les désintégrations o — yy

L’analogue de I’équation (1.119) pour le courant de dilatation s’écrit :

gty = —FrTr(m(U+0t)) - ﬁcmg (TrinU = 7rin U*)z
_%7? Tr <3uU8ﬂUT) + NC%TT (Q%) Fyu F*, (1.127)

ou seule I’anomalie béta électromagnétique a été indiquée, au premier ordre en a (et non
les dimensions anomales). L’expression ci-dessus, invariante sous parité, est de ce fait au
moins quadratique dans les champs des mésons pseudoscalaires ®. Elle ne peut cependant
étre reliée directement & un processus physique (tel que vy — 7070, par exemple) via une
réduction LSZ partielle, comme dans ’équation (1.123). Afin d’établir un paralléle avec
’analyse de la section précédente, il nous faut plutét considérer un champ scalaire!4.

Supposons donc 'existence d’une relation PCDC (‘conservation partielle du courant
de dilatation’) [40], semblable & 1’équation (1.122), mais impliquant cette fois I’anomalie
d’échelle :

R
Tty = (O8) — Fomiipy + SR p b i (1.128)

13La brisure de la symétrie de saveur par la masse du quark étrange est en effet caractérisée par le
rapport fx/fr ~ 1.22 (fr = V2Fx).

" Notons que 1’équation (1.127) devrait en revanche permettre d’estimer certains éléments de matrice
4 basse énergie, tels que (m°(p,)7°(p,) |F F**|0).
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ol ¢, désigne un champ scalaire. Le terme constant (©),) est lié aux condensats (gq) et
<GZVG"”“>15. Le coefficient anomal R, quant & lui, est donné par NoT'r (Q2) = 2 dans
le cas de trois saveurs actives.

Effectuons sur 1’équation ci-dessus la série de manipulations décrite dans la section
précédente. La constante (©)) disparait, et nous obtenons :

a a 2R o o
Mo = )l = — 5 (kTkg = kikan®), (1.129)
ce qui implique :
a?R*m3
(o= "wm = {352 (1.130)

Considérons en particulier le cas F, = Fy, suggéré par le Modeéle Sigma Linéaire au
‘tree-level’. Pour m, = 600 MeV, I'’équation (1.130) prédit : I' (0 — ), ~ 1.2 keV.

L’identification des résonances scalaires pose cependant probléme [41]. Au niveau ex-
périmental, leur largeur importante notamment les rend difficiles & distinguer. A ceci
vient s’ajouter le mélange possible des mésons scalaires avec des objets non mésoniques
tels que des glueballs, des états gggq ou des états liés méson-méson. La nature ou 'exis-
tence méme de la particule ¢ introduite dans ’équation (1.128) ne sera toutefois pas
discutée ici. Le but de 'analyse ci-dessus est simplement de montrer qu’un équivalent
scalaire au théoréme de basse énergie (1.125) est possible.

D’autres théorémes & faible ¢? peuvent bien entendu étre dérivés. Les anomalies de
trace de QED et de QCD ont ainsi été invoquées par le passé afin de décrire les aspects
non perturbatifs de la désintégration d’un boson de Brout-Englert-Higgs léger en deux
photons [42-44].

1.3.4 Transitions hadroniques entre états du quarkonium

Les anomalies de QC D jouent par ailleurs un réle important dans certaines désexcita-
tions de quarkonia. Ainsi, le rapport des largeurs de désintégration I' ()’ — J/vn)/T'(¢' —
J/mtr™), en particulier, peut étre reproduit a laide des éléments de matrice hadro-
niques (1.105) et (1.106), estimés grace aux anomalies axiale et d’échelle, respectivement.
Examinons ceci de plus prés.

La transition hadronique entre 'excitation radiale ¢ = 1(25) et 1’état fondamental
J/1(1S) peut étre représentée de la fagon suivante, dans les deux cas qui nous intéressent :

C 3C
vk ‘. X Jr¥ vt 5 X Jr¥
. . 0" 2" z

Fig.5a Fig.5b

Seuls deux gluons ont été indiqués en vue des développements qui vont suivre. Le processus
d’hadronisation en  ou 777~ n’en demeure pas moins purement non perturbatif.

'"Remarquons que ce dernier n'a pas d’équivalent dans I’équation (1.127).
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Les désintégrations ci-dessus peuvent étre vues comme la succession de deux étapes :
(i) ’émission de gluons mous par les quarks lourds, puis (ii) la conversion de ces gluons
ennoumtw.

La premiére de ces deux étapes peut étre décrite par une expansion multipolaire des
champs de gluons [45], ce qui permet de factoriser les amplitudes M(¢)' — J/¢m) et
M@ — J/ypmtn), a l'ordre dominant [28] :

S ra rra 17 pi j
M@ = Tjym) = A0<n %EH o>sﬂ’°3—nzc.§’ﬂgk+... (1.131)

MW — Jfpntr™) = Ag <7r+7r_ ‘%EGE“

o> et 4 (1.132)

Les vecteurs de polarisation des mésons 1 et 1)/ sont notés par &€ et &', respective-
ment (i,7,k = 1,2,3), p, désigne la quantité de mouvement du méson 7, E® et H®
(@ = 1,...,8) représentent les champs chromoélectriques et chromomagnétiques, respec-
tivement, et 'amplitude Ag, commune aux deux désintégrations, encode I'information
relative aux quarkonia.

La conversion des gluons en n ou 77, ainsi gouvernée par les éléments de matrice
des équations (1.131) et (1.132), est de ce fait déterminée par les anomalies axiale et de
trace de QCD. Nous avons en effet [28] :
0> - _71<77 %Gzyé#"a 0>, (1.133)

—1 le’
~ +.— | “Sa va
0> ~ <7T ™ WGWG“

™

<7T+7T_ ‘%EaEa
T

o> . (1.134)

L’élément de matrice (1.133), ainsi que celui correspondant au 7, peut étre estimé
a l’aide du théoréme de basse énergie (1.105) et de la modélisation du mélange 1y-1g
(1.116) :

O ~
(n[Zeenem

(r

Notons que ces valeurs sont en accord avec celles obtenues dans la référence [29] (i.e., (403
MeV)? et (520 MeV)3, respectivement).

L’élément de matrice (1.134), quant a lui, est approximé par 1’équation (1.106) apres
développement de la fonction 8 au premier ordre en ay :

0> ~ —sin9p§\/f_5Fﬁng(410 MeV)3, (1.135)

4
0> = cosOpzVBFymy = (593 MeV)®. (1.136)

s o =
=s uva
- GG

o= | % e cmval 0\ ~ 812 _ om2
<7r ™| =66 0>_ 5(@ —2m2), (1.137)

ol q désigne I'impulsion totale du systéme dipion. L’estimation ci-dessus, en accord avec
celle de la référence [28], la généralise au cas de pions massifs.
Nous sommes & présent en mesure d’estimer le rapport :

Ly — J/¢n)

R= . 1.138
Iy — J/yntr) ( )
Celui-ci s’obtient par intégration de la largeur différentielle :
2
dL(y' — J/pmta=)/dg®* [ 2(¢° —2m3) 27mg |o| [, 4mi (1.139)
(¢ — J/yn) 3v6sinfpFrm2 | 3212 |p, | g’ '
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ou

2 _ 2
pof = \/1 i} (w) \/1 _ (w) (1140)
2 m¢/ mwl

et |q| est donné par la méme expression avec m, remplacé par 1/¢2. Pour my = 3686
MeV, my, = 3097 MeV et m, = my/2, nous obtenons :

2
Ry = 0.30 <G6V) ~ (.12, (1.141)

me
Les rapports de branchement expérimentaux [21],

Br(y! — Jjymtr) = (3174 1.1) %, '

impliquent par ailleurs :
Reyp = 0.10 £0.01, (1.143)

ce qui est compatible avec la prédiction (1.141) étant donné les incertitudes théoriques
importantes.

Un test plus significatif du modéle considéré peut étre obtenu dans le cas de 'anomalie
de trace par I’analyse des différents spectres associés au processus ¢/ — J/int7~. La
relation approchée (1.134) doit cependant d’abord étre remplacée par 1’expression exacte
suivante [46)] :

<7r+7r_ ‘%EGEG
T

_ +_% G_% a uva
0) = (ntr | 2266, - 266G

0> , (1.144)

ou @8’6 désigne la composante 00 de la partie gluonique du tenseur énergie-moment de
QCD (analogue & celui de I’¢quation (1.18), avec F, remplacé par G, ). L’amplitude
M) — J/pmtr~) devient ainsil® :

MW — J/yprtnT) « ¢® — k(AM)? <1 + 22?)

3 2 _ 2 4m3 296 1
+§/<a ((AM) —q ) <1— 7 ) <cos HW—E , (1.145)

ot AM = my — my = 589 MeV et la valeur du parameétre k est estimée entre 0.15 et
0.2. La présence de Pangle 0%, défini par les impulsions du .J/¢ et du 7+ dans le repere
au repos du systéme dipion, témoigne d’une faible composante L = 2 de ce dernier.

Les ‘fits’ des distributions de masse invariante (fig.6a) et angulaire (fig.6b) [47] asso-
ciées & 'amplitude ci-dessus ménent & des valeurs de k compatibles entre elles et avec la
prédiction du modeéle. Ceci conforte ’analyse esquissée dans cette section, et en particulier

6Signalons que seule une partie des corrections d’ordre m2 a été prise en compte dans l’expression
ci-dessous [46]. En particulier, I’équation (1.137) a été considérée dans la limite chirale.
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le role dominant imputé a 'anomalie de trace

Nbr. év.
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Fig.6a
Fit : Kk = 0.186 4+ 0.003 % 0.006.
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Fig.6b

Fit : kK = 0.210 £ 0.027 £ 0.042.

'"Notons toutefois que la situation est moins claire lorsque les processus ¢ — J/¢mm, YT(25) —
T(19)nm, T(3S) — Y(1S)rmw et T(359) — Y(259)n7 sont analysés simultanément [48].



Chapitre 2

Opérateurs faibles anomaux
induits par les quarks lourds

Apres avoir passé en revue un certain nombre de manifestations des anomalies axiale
et de trace! de QCD et de QED dans des processus forts ou électromagnétiques, nous
allons & présent nous intéresser a leur role dans les désintégrations faibles des mésons.

Certains aspects de cette question ont déja été étudiés. Les anomalies axiale et de
trace de QC D ont ainsi été invoquées pour expliquer le rapport de branchement élevé des
désintégrations B — 1 X5 (et en particulier B — 1’ K°) [49] et amplification importante
du canal AT = 1/2 observée dans les désintégrations K — 7w [9,50], respectivement. Des
contributions anomales typiques & ces processus sont représentées dans les figures 7 et 8.
Les lignes en pointillé symbolisent 1’échange d’un boson de jauge W=*. Chacun des gluons
indiqués peut bien entendu étre émis par toute autre ligne de quark de I’état initial (par
exemple par le quark spectateur d, dans le cas de la figure 7)2.

Fig.7

D’autre part, ’anomalie axiale de QFED est connue pour le role important qu’elle joue
dans les désintégrations Kg — v via les contributions des poles associés au 7°, au
n et au n [51]. L’anomalie de trace électromagnétique, quant a elle, pourrait affecter
significativement les désintégrations Kg — v [9]. L’analogue des figures 7 et 8 pour ces

! Par ‘anomalie de trace’ ou ‘anomalie d’échelle’, nous entendrons désormais I’anomalie ‘béta’ seule, &
I’exclusion des dimensions anomales.

?Rappelons toutefois le caractére symbolique de cette représentation : ’anomalie est un phénomeéne
non perturbatif, et ne correspond pas simplement a 1’échange de deux gluons.
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deux processus est donné par :

d
Y —+ At
KOCD'X,&Y 0,0
S

Fig.9

A notre connaissance, cependant, aucune tentative n’a été faite jusqu’a présent afin
de générer simultanément les configurations de gluons (ou de photons) anomales scalaires
et pseudoscalaires par le calcul des corrections de QCD (ou de QED) a courte distance
4 une interaction effective a quatre quarks changeant la saveur. C’est cette approche
opératorielle que nous nous proposons de développer dans ce chapitre. Nous allons dans
un premier temps considérer le cas de QCD seul. Les interactions électromagnétiques
seront ensuite introduites. La discussion des opérateurs anomaux liés aux effets de longue
distance, quant & elle, fera ’objet du chapitre 3.

Considérons donc les opérateurs anomaux locaux issus de l'intégration d’un degré de
liberté lourd dont le couplage aux quarks change la saveur (tel le W, dans le Modele
Standard), en présence d’interactions fortes. A l'ordre le plus bas de I'expansion en les
moments associée & cette intégration®, les opérateurs recherchés sont constitués d’un
bilinéaire de quarks AF # 0 (F' désigne un nombre quantique de saveur) et d’une densité
de gluons singulet de couleur pseudoscalaire dans le cas de ’anomalie axiale (AA) ou
scalaire dans celui de I'anomalie de trace (AT) :

Qaa ~ TqGh,GM, (2.1)
Qar ~ TG, G (22)

A une boucle, les opérateurs ci-dessus sont générés par des diagrammes de type ‘pin-
gouin’ gluonique (cf. fig.10, avec 2, 3 ou 4 gluons émis), construits & partir du vertex a
quatre quarks initial par intégration d’une saveur intermédiaire lourde g,.

4 4

qh

Fig.10

Les diagrammes regroupés dans la figure 10 généralisent en fait la définition habituelle
de ‘diagramme pingouin’, celle-ci correspondant & strictement parler au cas de 1’émission
d’un seul gluon. Nous continuerons néanmoins a utiliser cette appellation. Soulignons par
ailleurs le fait que, bien que la figure 10 regroupe des diagrammes de tous les ordres en
la constante de couplage forte gs, elle ne comprend en fait que la contribution dominante
au vertex effectif g;-go-(n gluons), pour un nombre de gluons externes n fixé.
Finalement, le probléme de la génération des opérateurs anomaux locaux dominants
est donc lié & celui de 'intégration & une boucle d’'un quark lourd. Nous allons effectuer

3Nous reviendrons sur cette expansion plus précisément dans la section 2.2.5.
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cette intégration explicitement dans la section suivante. Qutre les contributions anomales
(2.1) et (2.2), nous obtiendrons formellement toutes les corrections a une boucle de type
pingouin associées & la propagation d’une saveur virtuelle lourde, et ce quelle que soit
I'interaction effective & quatre quarks initiale.

Entre autres applications, nous dériverons un nouvel ensemble d’opérateurs de dimen-
sion huit décrivant les effets du quark charmé dans les désintégrations des kaons. Ce type
d’effets n’ayant pas été beaucoup discuté jusqu’a présent [52,53], les prochaines sections
seront plus détaillées. Celles-ci ont par ailleurs fait 1’'objet d’une publication [54].

2.1 Intégration d’un quark lourd

Concentrons-nous sur le calcul des corrections de QC'D a une boucle, de type pingouin,
a l'opérateur a quatre quarks suivant :

Qu = (@IMqn) (@I P ), (2.3)

sous ’hypothése d’une saveur intermédiaire lourde. Les symboles I'45 désignent des pro-
duits de matrices de Dirac. Les bilinéaires associés sont singulets sous SU(3)¢.

Dans le formalisme des intégrales de chemin, ces corrections peuvent étre obtenues
par intégration fonctionnelle du mode lourd g, [55] en présence de fluctuations gluoniques
classiques :

expi [ d'alegs = [ DaDmexpi [ o @ Par~ MGuan +9u0Qu),  (24)

avec gy, le couplage effectif associé a I'opérateur faible @), et M, la masse de la saveur
lourde. La dérivée covariante P, a été définie en (1.57). L’absence d’intégration sur Aj
dans l’équation ci-dessus traduit le caractére classique des champs de gluons (et donc
lapproximation a une boucle).

L’intégrale (2.4), de type gaussien, est donnée par le déterminant fonctionnel de la
matrice

Aj, = (mej — M &7 + gy, FBqZ,mﬁ’llyml“A) W (z —y). (2.5)

Les indices de couleur sont notés par 4,5 (4,5 = 1,2,3) tandis que les indices spinoriels
sont sous-entendus. Factorisons la partie de A liée exclusivement aux interactions fortes :

A=A, A,, (2.6)
avec
27 2j 19 4
Asj,ccy = (sz - M5 J) 5( )(33 - y)a . (27)
A:Luj),a:y = o 6(4) (‘T - y) + Zz:l (}D - M);ylﬂk Jw FBqIQC,y(_I]l,yFAa (28)

et (P — M);y1 = <x ‘(,P - M)*l‘ y>. L’identité det A = exptrIn A implique A présent :

/ d*zLefr = —itrln Ay —itrin A,,. (2.9)
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Le premier terme n’est autre que ’équivalent pour QC'D du Lagrangien d’Fuler-Heisenberg
dérivé de QFED. Les corrections recherchées s’obtiennent par développement du second
logarithme au premier ordre en la constante de couplage faible g, :

. 1 Y .
/ ALl = —igy / d*z g, ,T4 ( e M) reg.,. (2.10)

rr

Les indices de couleur %, j sont sommés implicitement.

L’objet central & considérer afin de générer les opérateurs recherchés est donc le pro-
pagateur en champs externes du quark lourd, (P — M );yl, en r=y.

Celui-ci se calcule habituellement par un développement en série de perturbations en
la constante de couplage forte g :

B dip [ d*k / dk, 1
Jent) ent) eo)te-M
(=95 Alkn)) payT— 1_ ra—: e~ ikt tha)z (2.12)

11 existe cependant une série alternative (cf. annexe B) :

avec

(—gs A(k1)) .-

n

avec - . L
p
Sp = / —_—— { - —] . 2.14
Les termes génériques (2.12) et (2.14) des deux séries ci-dessus sont représentés par les
figures 11a et 11b, respectivement :
€T i

P/ N\ P-Zk, P/ N P

-9 Ak) ... -g.Ak) -P N 4
Fig.11a Fig.11b

La dérivée contenue dans P, compense en quelque sorte I’absence de translation des mo-
ments des propagateurs?®. Le fait de garder la dérivée covariante intacte dans I’expansion
du propagateur en champs externes permet de générer directement des opérateurs inva-
riants de jauge, comme nous allons le voir par la suite. D’autre part, la forme du terme
générique (2.14) aprés intégration s’obtient facilement par analyse dimensionnelle® :
1

- M3
1 Cette vision n’est toutefois qu’intuitive : les termes 1}, et S, ne sont pas égaux pour n fixé.

% Notons que I’échelle de régularisation y pourrait intervenir également, a priori. Nous utiliserons cepen-
dant le schéma de régularisation dimensionnelle, dans lequel p n’apparait que sous forme logarithmique.

S Py, ..., T¥Hbn, (2.15)
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ou I'*1-#n désigne une somme de produits de matrices de Dirac et des tenseurs métrique
n*¥ et de Levi-Civita e#”P?. Le parametre d’expansion de la série alternative (2.13) n’est
donc autre que l'inverse de la masse du quark lourd.

Insistons sur le fait que les dérivées covariantes ci-dessus n’agissent en définitive que
sur les champs de gluons qu’elles contiennent, et non sur les spineurs extérieurs g 2. En
effet, le propagateur en champs externes est une fonction, pas un opérateur différentiel. La
série (2.13) convergera donc pourvu que les fluctuations de gluons classiques soient petites
par rapport & M. Dans ce cas, la série peut d’ailleurs étre resommeée (formellement) :

1 d4p 1
<P—M ) ~ ) et - M (2.16)

Le propagateur en champs externes apparait ainsi comme le résultat de la substitution
minimale p, — p, + P, dans le propagateur libre ( — M );yl

Nous allons & présent calculer les premiers termes de 'expansion (2.13). Nous adopte-
rons pour ce faire le schéma de régularisation dimensionnelle afin de préserver 'invariance
de jauge. Réécrivons tout d’abord le terme générique (2.14) en d dimensions :

dp e N,

avec

No =+ M) (= P) + M) ..(— P) (6 + M). (2.18)

v
n fois

Le symbole o désigne I’échelle de régularisation et € = 4 — d. Le numérateur NV,, peut étre
simplifié & I’aide des relations d’anticommutation des matrices de Dirac {fy#, ’yy} =21,
Plus précisément, nous utilisons des identités du type

@+ M) (= P) B+ M) = (p* — M?) P -2+ M) p,P*, (2.19)
de maniére & réécrire IN,, comme la somme de termes de la forme
MrEmEmeA (g2 M) g™ p®t By, P, NATAR, (2.20)

ol Néfllf)fgl est un produit de matrices de Dirac et des tenseurs n** et e**??, et m,l € N.
Nous obtenons ainsi des intégrales du type

/ddp 'uE P .. p2e
(27r)d (p2 _ Mg)nfm+1’

(2.21)

qui peuvent étre effectuées immédiatement (cf. annexe E.3).
D’autre part, la structure tensorielle I'*1--#» obtenue aprés intégration & partir des
produits Ngfjéﬁ; peut étre décomposée sur la base de Clifford, dans la limite d — 4 [56] :

[Htin = Otind 4+ Cprtng? 4 o™ 4+ Gy g Pys + G5 (2.22)

Pour n =1, ..., 5, ceci ne nécessite en fait que les décompositions des produits y*1y#2~yH3
et yHiyHayH3yta présentées dans Pannexe E.2. Signalons que, pour n pair (impair), les
produits (2.22) ne font intervenir que les matrices 1,75 et 0*® (v# et 45y5).
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Nous obtenons finalement les résultats suivants :

S =

Sy =

Sz =

Sy =

Sy =

0
_ 2
i M2\
3(477')2 <N5_1n7> [P a[P,U’Pl/H’)/M
- 1

- - -~ pP P P P P#lﬂzl‘slﬂ
2(47T)2M Hi® po® f3+ fg™ 4

i 1
WWP“1P“2P#3PM4PH5 (F§1N2H3H4N5 + Fg/1N2H3u4p5)

)

avec N, = % +Indm — 7y, v~ 0.5772 et

2 2
HiHof3ty :
]_“4 — _577#1.“377#2#4 + gn#1u477#2ﬂ3 _ 15#1112#3#475

Pg1#2#3#4ﬂ5

F#/1 Motz gl
5

+i7]M1H3 oH2Ha 7;77#2#30-111#4 + in#2#4 ogHiHs

7 7 (3
Lo gl Ly o fh gty g [
__rr] 1F2 3 4_577 1P4 g2 3_§n 34 g H1 2,

13

__77112#377#4#57#1 + Hnﬂ2ﬂ4nﬂ3ﬂ57ﬂ1 _ énwllsn#slufym

30 30 30

30

_Enﬂlﬂznluﬂmyﬂa + 377#1.“477#2#57#3 _ §77M1N577N2N47N3

30 30 30

+Enﬂlﬂ2nﬂaﬂ5fy#4 — §UM1#377#2#5,Y#4 + Enﬂ1ﬂ5n#2ﬂ3fyﬂ4

30 30 30

13 17
1Mo U3 g A -
307 Y A g 30

+H77H1#3 77#4#5 7#2 _ §n#1ﬂ4nﬂsﬂsfyﬂ2 + Hfr]“l“S »,7#3#47H2
30

8
U g o fho by ~ [ Hog o lho fhg ~ M
137724«'}/5__771477237 5,

(2.23)

_,.gnﬂluzsuauwsﬁ,yﬁ% — 577#1#38#2#4#5ﬁ7ﬁ75 + 677#1#45#2#3#55,)/5,)/5

_577#11156#2#3#4,375,% + 677#2#3 5#1#4#557575 + 677#2#56M1N3H4/37ﬁ75

1

*8

i {
nHakaghbizisB.y 575 — 577“3“5 ghikatabyy 575+ 577“4”5 5#1#2#35%%_

(2.24)

La valeur nulle du terme linéaire en P, provient de I'exigence d’absence de dérivées sur
les spineurs extérieurs.

Les dérivées covariantes P, peuvent étre éliminées au profit du tenseur de force G,

du tenseur dual G, ou de leurs dérivées a l’aide des relations :

[P, P,] = igsGu, o PO PP = ig,G,, iD,F = [P,, F|,

(2.25)
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o F' désigne tout champ qui se transforme suivant la représentation adjointe de SU(3)¢.
Les premiers termes de I’expansion (2.13) deviennent alors :

So = ﬁg;ﬁM(Ne —1In i‘f—;)GWU’“’

—1igs 2 v
S5 = g0y (No —In 47) DGy

—ig2 v . UL . vo o7 v
54 - 6(473;2 % (Gupr‘ + %ZG'LLZ/G'LL Vs — 37'thG Oy — Q_;SDQD G.UVO-M ) (226)

502 . '
S5 = 57y 3 (21 [D°Gras G] 7, + i [Gruas DX,

+3 {D“Gua, @uu} VY5 + 2 {GW, Daéuu} Y5 — % DD, Dvaﬁu) .

L’équation (2.26) constitue le résultat central de ce chapitre.
Les corrections dominantes de type pingouin a ’opérateur a quatre quarks initial (2.3)
s’expriment simplement en termes des S, de la fagon suivante :

5
£ = —igy Y G Bq + O (1/M?). (2.27)

n=2

Ces nouveaux opérateurs sont bien invariants de jauge.

Remarquons la présence de densités de gluons scalaire et pseudoscalaire dans le terme
S4. Des opérateurs anomaux sont donc en principe déja générés au premier ordre possible
de l’expansion en 1/M.

Appliquons & présent les résultats (2.26) et (2.27) au cas de I’évolution & courte dis-
tance d’opérateurs faibles AF' # 0 du Modeéle Standard.

2.2 Opérateurs faibles du Modé¢le Standard

L’intégration du boson de gauge W dans les interactions entre courants chargés du
Modele Standard électrofaible donne lieu & des opérateurs effectifs du type (2.3) avec
rAB) = fyg‘ ) (1 —7y5). Considérons dans un premier temps une intégration au ‘tree-level’.
Schématiquement, nous avons :

Fig.12

Cette intégration n’est bien entendu possible que si M <« Myy. La contribution des
boucles de quark top aux désintégrations des mésons B et K ne peut donc étre traitée
dans le formalisme développé ici.

Ce dernier est par contre bien adapté & la description des effets des quarks b et ¢
dans les désintégrations des mésons D et K, respectivement. Les premiers étant toutefois
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supprimés par le facteur |V, V| ~ (0.22)3, nous allons dés & présent nous concentrer sur
les seconds.
Le couplage effectif associé a 'opérateur ‘tree-level’

QY = 4(dry,cn) @y se) (2.28)
défini & I’échelle My, est donné par
gu® = Ve ViGr/V2. (2.29)

Apreés intégration du quark charmé, les spineurs c et € de I’équation (2.28) sont éliminés
au profit du propagateur en champs externes correspondant, développé en série en 1/me.

La structure chirale de ’opérateur initial annule cependant les contributions de n pair.
Les premiers termes non nuls sont obtenus pour n = 3 et n = 5. Ils correspondent a des
opérateurs de dimension six et huit, respectivement :

ﬁeAfsle = Lgq + Lgq + -- (2.30)

Les opérateurs anomaux liés & Sy sont donc supprimés par 1/My (ou 1/my, cf. section
2.2.3) dans le Modele Standard. Le contenu en anomalies des opérateurs générés via Ss,
quant & lui, reste & analyser.

2.2.1 Opérateurs de dimension six

Considérons tout d’abord le cas bien connu des opérateurs de dimension six [57]. Ceci
nous permettra d’illustrer la méthode et nous fournira par la méme occasion un point de
comparaison utile lors de ’étude des opérateurs de dimension huit.

L’effet du mécanisme de GIM incomplet au-dessus de la masse du quark charmé [58]
ne se manifeste qu’au-dela de ’approximation & une boucle [59]. L’évolution & courte dis-
tance de 'opérateur Qéc) de p = My & p = m, ne fait donc intervenir que les opérateurs

courant-courant habituels Q() = (dey sp)(Cryter) et Q(C) [60], & l'ordre dominant.
Ceux-ci disparaissent lorsque le quark charme est intégré, tandis que les opérateurs qui
nous intéressent sont générés au premier ordre en gs par insertion de S3 dans 1’équa-
tion (2.27) :

2
Loa = CEv v %5 1 (%) dLD" G s, (2.31)

\/5 cd6 2
avec [ < Me.

Rappelons que le calcul standard des opérateurs pingouins gluoniques de dimension
six implique 'utilisation des équations du mouvement classiques :

-DI/G[,U/ = gS Zq:u’d75 (quu %q) A_;' (2'32)

Appliquons donc ces équations, ainsi que la relation (A%)% (/\a)kl =2 ((5il5kj — 5 gkl 3),
a la densité lagrangienne (2.31). Nous obtenons :

Gr m?

2 R B
\/—%Svcdg In <F> Z |:dL7“sJLq-7fyuq —gde)ﬂuquer“q] . (233)

q=u,d,s

Leg =
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L’identité de Fierz (E.10) de ’annexe E.2 permet & présent de réécrire cette expression en
termes d’opérateurs singulets de couleur. Nous retrouvons ainsi les opérateurs courant-

courant et densité-densité bien connus® :
6
Loa = ZEVv % 10 (%f) PR (2.34)
V2 dr -\ ) =
avec
P =AY g @)@ n) Q) =Yg @)@ aw) g g
4(16) = 4Zq:u,d,s(dL’Yqu)(QLW’LSL) (6) =8 Zq uds(dLQR)(CIRSL)
et
6 1 6 6 1
cg)—cé) ~9 ci):cé):@ (2.36)

2.2.2 Opérateurs de dimension huit

Considérons a présent les opérateurs de type pingouin de dimension huit. Ceux-ci sont
simplement obtenus par insertion de S5 dans l’équation (2.27), ce qui donne :

G
ﬁSd:_\/g cs Cd4 2 E (S)Q(g) (237)
Me =1

avec
()_'LdL[ Glo, G*]v,8L
—1dL (Ga, D*G*] y,s1,
1(38) = L {DaGuaaG }’)/IISL (238)
) — 8, { Gy D°G ) 31
gB) = d, DD DGyt sy,
et
® _6 (& _ ® _ _ 4 s 2 ®__ 8 1
Cl - 57 2 15 3’ 4 - 37 C5 - 1598 - (239)

Le résultat ci-dessus, comme d’ailleurs le Lagrangien (2.31), doit étre invariant sous la
triple opération C'PS, o S désigne ’échange des saveurs d et s , dans la limite de conser-
vation de C'P (adoptée tout au long de ce travail) [61]. Considérons donc le comportement
sous cette symétrie des différents opérateurs impliqués. Celui-ci se déduit facilement des
propriétés de transformation suivantes :

dPy,..P, v, (1 —7s5)s

P
dPF1.. . PFary¥ (1 +15) s
e (2.40)
5(=Ptn) . (=PF) 3" (=1 +75)d
1S

dPHn.. . PRiyY (1 — ) s,

6Notons que les termes finis caractéristiques du schéma de régularisation dimensionnelle naif utilisé ici
peuvent également &tre retrouvés en considérant l'insertion de S3 entre les spineurs externes de ’opérateur
(2.28) en d dimensions.
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avec n impair. L’invariance des Lagrangiens (2.31) et (2.37) peut ainsi étre vérifiée. Ceci
explique au passage la présence des commutateurs et anticommutateurs dans 1’équa-
tion (2.38).

Les opérateurs de dimension huit AS =1 issus de I'intégration du quark charmé ont
déja été considérés il y a une dizaine d’années par les auteurs de la référence [52]. L’ap-
plication précoce des équations du mouvement classiques dans leur dérivation introduit
cependant une dépendance explicite en les masses des quarks légers d et s. Celle-ci est
artificielle puisque le propagateur en champs externes est fondamentalement une fonction
et non un opérateur différentiel agissant sur les états extérieurs. De plus, bien que cette
utilisation des équations du mouvement classiques ne soit pas interdite en tant que telle,
elle s’accompagne dans la référence [52] d’une expansion au premier ordre en m,q qui,
elle, n’est pas justifiée. En fait, la masse du quark d est méme posée égale & zéro, ce qui
brise I'invariance sous C'PS. Ceci explique la différence entre le résultat ci-dessus et celui
de la référence [52].

Remarquons encore la dépendance linéaire en G* du dernier opérateur de 1’équation
(2.38). Celui-ci contribue de ce fait a la partie finie du diagramme standard & une boucle
d-s-gluon (contenant tous les ordres en 1/m,). Lors du calcul de ce diagramme, l'intégrale
qui apparait naturellement, étant donné I'approximation & quatre quarks, est la fonction
de polarisation du vide :

r= ./0'1 dzz(l— z)In <m2 _“’ftlg_w)q2>, (2.41)

ol g désigne le quadrimoment du gluon. Le développement de cette intégrale au premier
ordre non trivial en 1/m, s'écrit :

=1 <1nﬂg - lq—2> + O(q*/m2). (2.42)

Le rapport des coefficients des deux termes ci-dessus correspond bien au poids relatif
entre, d'une part, Uopérateur de I’équation (2.31) et, d’autre part, celui de I’équation
(2.37) avec k = 5, ce qui constitue une vérification du résultat (2.37).

Examinons a présent le contenu en anomalies des opérateurs de dimension huit.

Opérateurs anomaux

La présence éventuelle des opérateurs anomaux Qar et Qa4 dans la densité lagran-
gienne (2.37) est a rechercher dans les combinaisons

QP + QY = id,D* (Gua, G y,51 (2.43)

et
QY + QY =D { G, G v, (2.44)

respectivement.

Il se fait que la partie gluonique de la premiére de ces deux combinaisons est un
pur octet sous SU(3)c. Le Lagrangien effectif (2.37) ne peut donc contenir d’opérateur
d’anomalie de trace, contrairement a ce qui a été obtenu dans la référence [52]. Ceci peut
étre vu comme une conséquence de 'invariance sous C'PS puisque c’est de celle-ci que
découle la présence du commutateur de I’équation (2.43).
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Signalons qu’il existe tout de méme un opérateur de dimension huit invariant sous
CPS et porteur d’'une contribution anomale scalaire :

QY =dL(PGu,G" + GWG* P)sy. (2.45)

Celui-ci n’est cependant pas généré par l'expansion (2.30) puisqu’il requiert I’action de
dérivées sur les spineurs extérieurs.

Les opérateurs effectifs faisant intervenir ’anomalie de trace dans la série (2.30) sont
donc de dimension au moins égale a dix, dans I’approximation & une boucle. Ainsi, par
exemple, 'opérateur id, {DQGO"“, {Guﬁ, G'B”}} v,S1, présente la partie anomale suivante :

QY ~ dLDaG*ygsy, G2, G (2.46)

Celle-ci est toutefois supprimée par 1/m?. Les effets de I’anomalie de trace liés au quark
charmé dans le diagramme ‘pingouin annihilation’ de la figure 8 (p.35)” sont donc égale-
ment supprimés par 1/m?, & une boucle.

Notons que la prise en compte de corrections par rapport a ’approximation & une
boucle pourrait par ailleurs générer un opérateur tel que celui de ’équation (2.45) (cf.
annexe C).

La deuxiéme des combinaisons introduites ci-dessus, quant a elle, comporte une densité
gluonique singulet de couleur. Pour le voir, réécrivons tout d’abord la dérivée covariante
sur les champs de gluons en termes de dérivées covariantes sur les spineurs extérieurs.
Nous obtenons, & une dérivée totale prés :

a b a b .

«— —
avec PL = —i0q + gsAa, la dérivée agissant sur la gauche. La trace sur les indices de
couleur et de Lorentz des champs de gluon est ensuite extraite au moyen de la substitution

ab sv .

~ 56
G4, G — = 1 GG (2.48)

L’identité {\*, \*} = 3—32 13x3 permet a présent de conclure a la présence de l'opérateur
d’anomalie axiale suivant :

Q%) = I—; dy, Psi, —dg Plsp| G, G, (2.49)
dans lequel le coefficient (cgg) + 0518)) /2 = —1 de l'opérateur (2.44) a été inclus. Les

équations du mouvement classiques
Ps = mgs, E}_Z’T = mgd (2.50)

sont finalement utilisées afin de mettre ce résultat sous une forme plus conventionnelle :

—1 _ _ ~
Q,(f,)q = E [mdeSR — mddRsL] GZUG“VG. (2.51)

"Rappelons que le boson W et le quark virtuel ¢, encore explicites dans la figure 8, ont été intégrés ici.
D’autre part, les gluons indiqués sont cette fois effectivement émis par la saveur intermédiaire.
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La contribution de cet opérateur aux amplitudes de désintégration des kaons est ce-
pendant fortement supprimée dans ’approximation de factorisation. En effet, 1’élément
de matrice de la densité Gzyé"” @ entre les états |0) et ‘7T0> requiert une brisure de l'in-
variance sous SU(2);. Les effets de 'anomalie axiale liés au quark charmé peuvent donc
étre négligés en ce qui concerne la description de la régle AT = 1/2.

Notons que ces effets pourraient se révéler plus intéressants dans le cas du mode chargé
K* — 770 (cf. fig.13, avec une saveur virtuelle c. Le mécanisme représenté repose sur
le mélange mV-n, induit par les effets de brisure de I'isospin). En effet, ce dernier étant
lui-méme supprimé par rapport aux canaux Al = 1/2, la contribution de I’anomalie s’en
trouve comparativement plus importante. Le facteur 1/12 de I'équation (2.51) supprime
toutefois & nouveau cette contribution.

U
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4 +
K g d, ¥T
N

0 My)->T"

Fig.13

Eléments de matrice

L’intérét des opérateurs AS = 1 de dimension huit dérivés en (2.37) dépasse la ques-
tion de leur contenu (ou absence de contenu) en anomalies. Leur contribution aux désin-
tégrations des kaons, bien que supprimée par un facteur de l'ordre de m%( /m2, pourrait
en effet s’avérer compétitive avec celle provenant d’autres corrections de QCD a courte
distance non dominantes [59].

Une évaluation compléte des effets en 1/m? dans les désintégrations des kaons requiert
cependant le calcul d’éléments de matrice hadroniques & basse énergie, pour lesquels un
traitement perturbatif en g5 est exclu. Leur estimation par des méthodes non perturba-
tives telles que des simulations sur réseau, I’écriture de régles de somme ou la modélisation
des interactions fortes a basse énergie a 1’aide de Lagrangiens chiraux (éventuellement
combinés avec un développement en 1/N¢) constitue une étude en soi, et ne sera pas
entreprise ici.

Un premier enseignement peut néanmoins étre tiré de ’approximation de factorisation.
La partie factorisable du Lagrangien (2.37) est donnée par :

(Lsa)w = ZEV Va2 L a0 (1= ) [2(D°G ) G 4 Go (DO‘CNJ’“’)“] . (2.52)

\/5 367 mg v 5 po po

Celle-ci peut étre obtenue par exemple au moyen de la substitution {X‘, /\b} — 4/3 §ab
dans les troisiéme et quatriéme opérateurs de 1’équation (2.38). Seules les combinaisons
de champs de gluons singulets de couleur pseudoscalaires survivent. La contribution de
I’expression ci-dessus aux amplitudes factorisées K — mwm s’annule donc dans la limite
d’isospin, de fagon semblable & ce qui a été observé il y a quelques instants pour ’opérateur
d’anomalie axiale (contenu dans I’équation (2.38)). Un effet non négligeable des opérateurs
de dimension huit induits par le quark charmé dans le canal AI = 1/2 requiert donc une
violation importante de la factorisation®.

#Soulignons toutefois qu’une utilisation combinée des équations du mouvement et des identités de Fierz
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2.2.3 Opérateurs de dimension cinq et sept

Nous avons vu que la structure chirale de 'opérateur initial (2.28) éliminait les contri-
butions des termes Sy, dans le Lagrangien effectif (2.27). Des opérateurs pingouins ‘chro-
momagnétiques’ de dimension cinq sont pourtant générés par corrections a courte dis-
tance aux vertex faibles du Modéle Standard. Leur prise en compte nécessite en fait
d’aller au-dela de I'approximation a quatre quarks. Ainsi, un calcul & une boucle incluant
le propagateur du boson W dans la jauge unitaire donne les contributions de dimension

cing suivantes pour les saveurs virtuelles c et ¢ [62] :

Gr

* 9s
Lsa = ﬁ%hs Wnd 3072 Q¥ (gn=c1) (2.53)
avec
QY = msd;G,o" sg +madrG ot sy, (2.54)
et 9
mc
® =0 <W> , D=00). (2.55)
w

Les équations du mouvement (2.50) ont été utilisées pour dériver ce résultat®.

La partie longitudinale du propagateur du W (qui correspond a 1’échange de particules
scalaires, les ‘would-be-Goldstone’, dans la gauge de 't Hooft-Feynman) induit donc une
structure chirale compatible avec les opérateurs So,. Ces nouvelles contributions sont
cependant supprimées par un facteur de I'ordre de my 4 mC/MI%V dans le cas du quark
charmé ou ms,d/ my dans celui du top.

Dans le cas de Sy, ceci peut étre vérifié explicitement & 1’aide des équations (2.26) et
(2.53). Celles-ci impliquent en effet :

2
5) (5 mg = S - Sy
Cg )Q( )~ MI%V (deL—mCSR +mddRHCSL> (256)

pour le quark charmé et
- S - S
C§5)Q(5) ~ <mde_23R +mddR_23L> (257)
mye mye

pour le top.

Or des suppressions semblables sont attendues également pour les autres So,. En effet,
le changement d’hélicité des spineurs extérieurs implique une dépendance linéaire en my 4,
tandis que la limite My — oo dans le cas du c et une analyse dimensionnelle dans le cas
du t fixent les dénominateurs. Les opérateurs anomaux issus de Sy, en particulier, sont
ainsi supprimés par msyd/MIgV ou ms’d/th.

L’argument dimensionnel utilisé ci-dessus s’applique également a la contribution d’une
boucle de quark t aux désintégrations des mésons B. Les opérateurs anomaux correspon-
dants sont donc supprimés par un facteur de I’ordre de my/m3.

telle que celle qui a permis d’aboutir a I’équation (2.34) méne a un processus de factorisation différent de
celui dont il est question ici.

9Notons toutefois que celui-ci peut également étre dérivé dans la jauge de ’t Hooft-Feynman sans qu’il
ne soit nécessaire d’utiliser ces équations.
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La contribution de la boucle de quark ¢ induite par 'opérateur ‘tree-level’

gc) = 4(§L’)/MCL)(EL’)’“Z)L) (258)

a ces mémes désintégrations, quant a elle, est plus problématique. En effet, les moments
associés aux champs de gluons peuvent cette fois étre supérieurs a la masse de la saveur
intermédiaire m.. Dans les désintégrations des mésons B en deux corps, par exemple, le
moment carré d'un gluon unique émis via U'intégrale de polarisation du vide (2.41) est
estimé typiquement dans intervalle m2/4 < ¢ < m2/2 [63]. Dans ces conditions, le
quark charmé ne peut bien entendu plus étre intégré.

Nous ne pouvons donc nous prononcer sur l'importance des effets anomaux liés aux
structures chirales So,11 dans les désintégrations des mésons B, & moins de faire appel a
I’approximation de factorisation, comme nous allons le voir dans la section suivante dans
le cas du mode B — K%' (mentionné en début de chapitre).

2.2.4 Effet du quark charmé dans B — K1/

Considérons donc la contribution aux désintégrations B® — K%’ du processus b —
¢cs, suivi de ’hadronisation c¢ — (gluons),, — 1’ (cf. fig.7, p.35, avec une saveur
intermédiaire ¢). Ce mécanisme, quoique supprimé par l'inverse de la masse du quark
charmé, est favorisé par rapport a la contribution du processus b — wu3 par les éléments
de matrice de CKM qu'il implique : |V} V| ~ (0.22)2, tandis que | % Vas| ~ (0.22)%.

Les effets du quark ¢ dans les désintégrations B? — K%/ ont déja été analysés a
différentes reprises [64,65]. Le calcul des premiers termes de 1’expansion du propagateur
en champs externes (2.26) nous permet néanmoins de poser un regard nouveau sur le role
de ’anomalie axiale dans la conversion de la paire ¢¢ en 7.

Dans I’approximation de factorisation, I’amplitude de désintégration B® — K% in-
duite par I'opérateur (2.58) (ou plus précisément son hermitien conjugué!’) s’écrit :

c 1 _ -
(K| Q| B%) = =5 (0 [ev,v56] 0) (K [Bys| B°). (2.59)
Introduisons la définition habituelle :
—if$pt = (0 [ey"ysc] 0) . (2.60)

Les quarks lourds ne peuvent contribuer aux constantes de désintégration des pseudosca-
laires légers qu’au travers de boucles. Nous avons donc :

—if,slc)pﬁ = <n’ —iTr [(P — M) 7y 7"75] \ 0> ; (2.61)

ol la trace porte & la fois sur les indices spinoriels et de couleur. Insérons les premiers

termes de ’expansion du propagateur du quark charmé (2.26) dans l’expression ci-dessus.

Seule une partie de S5 survit. Nous obtenons ainsi'! :

—ifyply = <77’

ONous ne distinguerons toutefois pas les amplitudes B® — K%' et B’ = Fon’, celles-ci étant identiques
dans la limite de conservation de C'P considérée tout au long de ce travail. Les éléments de matrice de
CKM associés sont donc supposés réels.

"' Remarquez que les équations (2.62) et (2.52) sont compatibles. Factoriser au niveau de l’opérateur
initial ou aprés calcul des corrections revient donc bien au méme, dans le cas ou ce calcul est permis.

As

1 - -
« a ~Bua a aBuya
Py [2 (DGga)® G + G, (DGO ]

0> +0(1/m3). (2.62)
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Considérons la partie anomale de cet élément de matrice, vraisemblablement dominante.
Celle-ci s’extrait de fagon analogue a celle du Lagrangien effectif (2.37), obtenue en (2.49) :

Ce@aa 1 /
i85 = g (0

Ys ouva SofBa
. 0 (GaﬁG )

o> . (2.63)

L’estimation (1.136) implique & présent :

(aa _ —1 /.,
™= 32m?2 <77

MeV3

2
me

Qg S0
7GgﬁGa @

o> ~ 6.5 ~ —3 MeV (2.64)
pour m. = 1.5 GeV.

L’élément de matrice associé & la transition B — K, quant & lui, admet la paramétri-
sation suivante :

(K° [by*s| B®Y = ¢t f () + ¢" f-(d*), (2.65)
avec g+ = pg £ pk (et donc ¢* = pﬁ,). Une fois l'expression ci-dessus contractée avec
Pamplitude (2.60), proportionnelle & 'impulsion du 7/, les facteurs de forme f, et f_ se
trouvent multipliés par g1 q_ = mZB — m%{ et ¢ = mg,, respectivement. La contribution
de f_ peut donc étre négligée par rapport a celle de fi. D’autre part, nous utiliserons la
formule du dipdle pour modéliser la dépendance de f; en g2 :

fold?) = %, (2.66)
avec f(0) ~ 0.32 et m, ~ 5 GeV [64,66].

La prise en compte de I'évolution & courte distance de l'interaction effective (2.58)
de p = Mw & p = my requiert par ailleurs la substitution 1/3 — ca2(ms)/3 + c1(mp)
dans Pamplitude (2.59), avec ca(my) et c1(my), les coefficients de Wilson associés aux
opérateurs Qgc) et Qgc) = 4(517,br)(CLy*cr) a l'échelle my, respectivement. Suivant
Panalyse phénoménologique des références [64,67], cette derniére combinaison est en outre
remplacée par le coefficient a; ~ 0.25 afin d’améliorer I’approximation de factorisation.

Finalement, la contribution de I’anomalie axiale a ’amplitude (2.59) s’écrit :

c Gr (©AA| ;o 2 f+(0)
M (B = K)D)| = ZeVaVesar |£0M] (mh - mb) L. (267)
\/5 " ]‘ - mn//m*
Pour V, ~ 0.04, Vs ~ 1 et m. ~ 1.5 GeV, nous obtenons :
0 0,.n@ | MeV?® ~ —6
M (B = KO%) D] =49 =5 222107 MevV. (2.68)

C

Le rapport de branchement expérimental Br (BY — K%') = (6.3+0.7)107° [21],

exp
quant & lui, implique :

‘M (B - K%')SXP‘ — (8.6 £0.5)10"° MeV. (2.69)

L’opérateur d’anomalie axiale induit par le quark charmé n’est donc en mesure de repro-
duire que quelques pour-cent de ’amplitude expérimentale B — K%/, dans ’approxi-
mation de factorisation :

ML Moy

~ 3% (me ~ 1.5 GeV) — 6% (m. ~1 GeV). (2.70)



50 Chapitre 2. Opérateurs faibles anomaux induits par les quarks lourds

Etant donné I'expression (2.61) proposée pour la constante de désintégration fé,c) , la
conversion de la paire ¢¢ en 7/ apparait dans notre analyse gouvernée par des structures
gluoniques du type Son41. Ceci n’est pas le cas dans les autres analyses [64, 65|, ou
I’équation anomale (1.59) est utilisée dés le départ :

c — — s ~a AofBa
fé,)mg, = (1|0 (ey"v5¢)| 0) = <77' ‘chcz'y5c — EG‘MG o

0> . (2m)

La contribution des boucles de quark charmé est & nouveau estimée a 1’aide du propagateur
en champs externes correspondant, mais fait cette fois intervenir des structures gluoniques
du type So, exclusivement :

f,é/C)m%/ = <’l’]l

_ (0% ~
2mCTr (P = me),) 5| — 72 GasGo™

o> . (2.72)

La contribution de Sy a 1’élément de matrice ci-dessus est annulée par I’anomalie axiale,
conformément & I'exigence de découplage du quark ¢ dans la limite m, — oco. La trace
de la partie de Sg appropriée, calculée dans la référence [65], fournit donc la contribution
dominante :

f,,SIC) mg/ = <77,

As

1 o a ~Bua a ~ofa
20 [(D Gpa)® GOFe 4 10#(G2 5GP )Ho> +0(1/mf). (2.73)
Les équations (2.73) et (2.62) sont en fait équivalentes. Les identités de Bianchi

DoGuy + DyGop + DyGro = 0 (2.74)

impliquent en effet :

9u0%(G%,GP1) = 0,0"(G25G*P*) /4, (2.75)

et par conséquent :
82 (D*Gga)® GPH + G, (D*GPMY®] = 8u[(DGga)® GO + 10M(G25GP)).  (2.76)

L’équation (2.73) correspond donc & la divergence de l'identité (2.62). Ceci est un cas
particulier de la relation plus générale :

. _ — As ~a AaBa
T |9 (P = M) 5| = 2M Tr [(P = M), 5] = T2GasGo%, (2.77)

induite par ’équation anomale (1.59) pour un quark lourd.

L’utilisation de l'expression (2.61) plutét que (2.72) présente l’avantage de mener
directement & la contribution anomale (2.64). Si celle-ci domine effectivement la constante
de désintégration (2.60), la valeur obtenue dans la référence [65] (de forme identique &
(2.64), présentée comme dominante, mais non reconnue comme anomale) a été surestimée
d’un facteur 8/3. Ceci ne modifie cependant pas I'ordre de grandeur de fn(f:) ni celui de sa
contribution a amplitude B® — K%'

Notons pour terminer que les effets du quark charmé dans les amplitudes factorisées
B — K fy(o) peuvent étre traités de fagon analogue. Leur suppression est cependant
encore plus forte :

(fo(o) 7€l 0) = (fo() |~iTr [(P = mo) 7] 0) = O (1/mf) (2.78)
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L’absence de contribution de S5 dans 1’élément de matrice ci-dessus (liée & nouveau a
la présence des commutateurs des deux premiers termes) résulte de l'invariance des in-
teractions fortes sous conjugaison de charge. En effet, le courant vectoriel ¢y*c étant de
C-parité impaire, les opérateurs contribuant a l’expansion en 1/m, du propagateur du
quark ¢ dans I’équation (2.78) ne peuvent contenir moins de trois champs de gluons. Or
les opérateurs de Sy peuvent n’en contenir que deux.

2.2.5 Cadre général de ’expansion en produits d’opérateurs

Situons & présent brievement le Lagrangien effectif de dimension huit obtenu en (2.37)
dans le cadre général de I'expansion en produits d’opérateurs.

Il est bien connu que l'intégration au ‘tree-level’ du boson de jauge W représentée
dans la figure 12 est modifiée en présence d’interactions fortes. De nouveaux opérateurs
effectifs locaux AS = 1 sont nécessaires dans ce cas afin de décrire les effets du W a
I'échelle 1 (Agep < p < My, out Agep désigne 'échelle de confinement) :

4, 4,
>W 1QOD — Se(w@n)
44 4

Fig.14

Le calcul de cette évolution a courte distance de My, a p (& laquelle nous avons déja
fait allusion dans la section 2.2.1) se fait en différentes étapes, qui consistent chacune
en (i) lintégration des degrés de liberté dont la masse est devenue supérieure a p, puis
(ii) I’évolution de la théorie effective ainsi obtenue jusqu’au seuil d’intégration suivant a
I’aide des méthodes du groupe de renormalisation. Dans le cas p < m,, nous avons donc
explicitement :

1. L’intégration du W et du t a 'échelle p ~ O(Myw ). Notons que des opérateurs
de dimension huit peuvent en principe déja apparaitre & ce stade. Ceux-ci sont
cependant supprimés par 1 /M%V oul/ m?. Le Lagrangien effectif résultant est ensuite
évolué de My, & my.

2. L’intégration du b a ’échelle p ~ O(my,), suivie de 1'évolution de my & me.

3. L’intégration du c a l'échelle pp ~ O(m,). C’est 1'étape que nous avons effectuée
dans les sections 2.2.1 et 2.2.2, & 'ordre «ay, pour des opérateurs & quatre quarks.
Outre les opérateurs de dimension six bien connus, nous avons généré l’ensemble
des corrections de dimension huit & cet ordre. Il nous a suffi pour cela de considérer

I'opérateur effectif dominant Qgc) (avec un coefficient cgc) = 1) au-dessus de la

masse du quark charmé. Or l'opérateur Qgc) également présent (et important) a
cette échelle peut étre traité de facon semblable.

2.3 Opérateurs ‘faibles’ au-dela du Modéle Standard

Dans la section 2.1, nous avons proposé une méthode générale permettant ’intégra-
tion & une boucle d’un quark lourd dans une interaction effective & quatre quarks. Nous
avons vu ensuite que la structure chirale des opérateurs faibles du Modéle Standard sup-
primait les contributions de type Sa, dans I'expansion (2.27) obtenue. Au-dela du Modeéle
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Standard, l'interaction effective AS = 1 la plus simple menant a de telles contributions
s’écrit :
Quw = (drcr)(CLSR), (2.79)

dans le cas d’une saveur intermédiaire c. Un tel opérateur peut par exemple étre généré
par l'intégration au ‘tree-level’ d’un boson de Higgs lourd dont le couplage aux quarks
change la saveur, tel qu’il en existe dans certains modeles multi-Higgs [68] :

4 4, a4 4,

h
Fig.15

Les opérateurs de dimension sept suivants sont ainsi obtenus & partir de Sy :

4
_ a1~ o
Lrg = —guw Sdm m. ;Ck Q;, (2.80)
avec _
M = 4.G,,G"sp
Qg?) = ’L'C_ZLG'U,,C:WVSR
- (2.81)
Qs =1id,GLG" 0,8k
) = d,Da DG 0™ s
et 3 1
=1, P =2 D=3, )= g, 252

2’ 3 9 S

Leur contenu en anomalies s’extrait via la substitution A%\® — 2 /3 8% ce qui donne :
QW) s = ~drsn |GG + SiGa, G (2.83)
AT+AA = ¢ LSR |Gy 22 L .

(7)

lorsque les coefficients 657) et ¢y ’ sont pris en compte. Signalons toutefois que la constante
de couplage effective g,, est en principe supprimée par 1’échelle caractéristique de la nou-
velle physique en jeu.

Dans I'approximation de factorisation, les opérateurs d’anomalie axiale et de trace
(2.83) sont les seules contributions du Lagrangien effectif (2.80) aux désintégrations ha-
droniques des kaons. Ceux-ci peuvent de ce fait étre obtenus alternativement a partir des
éléments de matrice factorisés de 'opérateur initial @,,. La contribution de la boucle de
quark charmé aux amplitudes

<7r+7r* |Qw|?°>F - 1—12 (xta [ec| 0) <0 ldpsp| F0> (2.84)

<7T77T0 Qu| K™ ), = 1—12 <7T0 [y5¢|0) (7~ |dpsg| K ) (2.85)

peut en effet étre réexprimée en termes de combinaisons de champs de gluons singulets
de couleur au moyen d’équations analogues aux relations (2.78) et (2.61), avec y* et
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yHys remplacés par 1 et 5, respectivement. Ceci revient en fait aux substitutions bien
connues [36] :

= a va 2 2
meec  — FSWG“”GM +O(p*/m3) (2.86)
mGinse — g—;Gg,,é/‘”a + O /m2) (2.87)

a l'intérieur d’éléments de matrice de hadrons légers, ce qui conforte encore notre résultat
central (2.26). Les équations ci-dessus assurent le découplage du quark lourd dans la limite
de masse arbitrairement grande, a ’ordre d’une boucle, comme nous l'avons déja signalé
dans le cas des éléments de matrice de la trace du tenseur énergie-moment (1.118) et de
la divergence du courant axial (2.71).

2.4 Introduction de I’électromagnétisme

Le formalisme développé dans la section 2.1 dans le cas des interactions fortes peut étre
étendu & d’autres interactions de jauge sans changement majeur. Les équations (2.23) et
(2.24), en particulier, restent valides pour autant que la dérivée covariante sur les champs
de spineurs soit modifiée de fagon appropriée. Les premiers termes de 'expansion en la
masse inverse du propagateur d’un quark lourd plongé dans des champs de gluons et de
photons classiques s’obtiennent ainsi directement en combinant les équations (1.57) et
(1.7), ce qui donne :

a

A
P, =i0,+ gSAz? +eQA,, (2.88)

ol @ est la charge du quark lourd. Graphiquement, des insertions de photons viennent
s’ajouter aux contributions de gluons existantes :

q 4,

Fig.16

Il n’est en fait méme pas nécessaire de réitérer le passage de I'expression (2.23) a la forme
simplifiée (2.26). L’inclusion des photons (2.88) revient en effet aux substitutions

9sGuv — 9sGuv +eQFy, (2.89)
9sDay---Da,, Gy —  gsDay Do, Gy + €Q004, -..0a, Fluv (2.90)
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au niveau de ’équation (2.26). Les termes additionnels suivants sont ainsi générés :

05y = 2(2—;')2 (NE —In A;—;)eQFM,,O'“V

555 = 3t (NE —In f‘lf—j) QO Fuy"

051 = s (62Q2FWF#V + 3ie2Q2F,, FMys — 3ie2Q2FLF 0,

6(4
—%eQ@aaaFWJ’“’ +295eQG,, FH + 3igseQGW1?’“”’y5) (2.91)
655 = 8(;)2 ﬁ (§62Q28D‘FW}4~“’“’%75 + %e2Q2FW8°‘}f~““”7U75

~$5eQ0°0a0" Fun + §956Q0° FuaG" 75 + §95¢QDGluaF* 7,75

+20:eQF 0 DGH Y, 5 + %9:QG 10 0°F ’“’%75>

2.4.1 Opérateurs de dimension six

Dans le cas de l'interaction initiale & quatre quarks (2.28), la contribution de §S3 a
Iexpression (2.27) donne lieu au Lagrangien effectif suivant :

GF * €Q mg g av
5£6d = EVCS cd@ In <F dLa Fp,y’YMSL- (292)

L’utilisation des équations du mouvement classiques

aUF’;JJ/ =€ Zq:u,d,s Qqqulu% (293)

avec (g, la charge du quark léger g, permet de retrouver les opérateurs pingouins élec-
tromagnétiques de dimension six habituels :

_Gry, @@ (ME T 06) 6
Oaa = g VesVearg 0 <,u2 > o + ] (2949
avec
Q(76) = G(ELVuSL) ZqZu,d,s Qq (@r7"ar), (2.95)
=6 1 .
O = 6(dLy,5L) g a.s Qa@r*ar)-

2.4.2 Opérateurs de dimension huit

Plutét que de considérer le Lagrangien effectif associé a §S5 dans sa totalité, détaillons
pour illustration la fagon dont celui-ci permet d’estimer 'effet & courte distance du quark
charmé dans les amplitudes Kg — vy du Modéle Standard. En termes de diagrammes de
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quarks, nous avons :

dis)
A DRy o
s(d)
Fig.17

Seuls les deux premiers termes de 655 contribuent a la boucle de quark charmé issue de
Vopérateur de Fermi (2.28) dans le cas présent, ce qui donne :
Gr te Uy Q Uy
(s, =5 Ves A 27 d%,(l vs)s [23 FluoF™ + F a0 F ] . (2.96)
Dans la limite de conservation de C'P, 'amplitude recherchée correspond & ’élément de
matrice du Lagrangien ci-dessus ainsi que de son hermitien conjugué entre les états ‘K2>
et |yy). Apres simplification de la partie liée aux champs de photons, nous obtenons :

2V/2a
;_ fK—mIg0 e k1 ok, (2.97)

C

M (K — )9 = _7‘/03‘/cd

ol la définition habituelle <0 ‘c_i'y” 755‘ K 0> = ifxpY a été utilisée. Expérimentalement,
fr ~ 160 MeV [21]. Soit A, le facteur de forme associé de maniére générale (mais toujours
dans la limite d’invariance sous CP) aux transitions K9 — v, i.e.,

M (K — 7)™ = Acky k. (2.98)

Pour V.4 =~ 0.22 et Vi, = 1, I'équation (2.97) correspond a :

2
_11M%o
=7.110 11712. (2.99)

‘ A©

Le rapport de branchement expérimental, Br (K? — 77)exp = (5.90 +£0.07) 10~ [21],
quant & lui, implique :
|Aexp| = 3.5 107°. (2.100)

Pour m. =1 GeV, nous obtenons ainsi la borne supérieure :

‘A(C) JAesp| < 0.5%. (2.101)

La contribution du quark ¢ aux amplitudes Kg — 7y via le diagramme 1PI (‘one par-
ticle irreducible’) de la figure 17 est donc négligeable!?. Ceci va dans le sens d’études
antérieures, qui ont montré que seul 'effet du quark w était important, le processus de
désintégration étant de ce fait lié plutot a la physique a longue distance [51].
Remarquons par ailleurs qu’aucune transition Kg — 7y n’est générée par le terme
0S5, dans la limite de conservation de CP. Cette impossibilité de produire une paire de
photons dans un état 07+ a une boucle, & ordre 1/m?, peut étre imputée A I'invariance des

2 Notons qu’il existe d’autres contributions, de type 1PR (‘one particle reducible’), correspondant a la
situation o I’'un des deux photons finaux est émis par le quark léger d ou s. Celles-ci peuvent en principe
étre générées a partir de Ss.
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interactions électromagnétiques sous conjugaison de charge. Les amplitudes comportant
uniquement des champs de photons (& ’exclusion de champs de gluons) sont en effet
factorisées par essence, de par la nature abélienne du groupe de jauge U(1)em, et peuvent
de ce fait étre obtenues directement par factorisation de l'interaction & quatre quarks
initiale. La production de deux photons dans un état scalaire est ainsi régie par 1’élément
de matrice :

((or+ 77el 0) = { ()orr |—iTr [(P —me)zd 7] | 0), (2.102)

qui est supprimé par 1/m2, I'argument de conjugaison de charge exposé en-dessous de

I’équation (2.78) s’appliquant a nouveau.

2.4.3 Opérateurs de dimension cinqg et sept

Des opérateurs de dimension cing et sept peuvent également étre générés a partir des
nouveaux termes (2.91) de l'expansion en la masse inverse du propagateur en champs
externes, de fagon analogue a ce qui a été observé dans les sections 2.2.3 et 2.3 dans le cas
des interactions fortes seules. L’équation (2.83), en particulier, est ainsi complétée par la
contribution d’opérateurs anomaux électromagnétiques :

1 a va 3. a yuva
Qg%+ = gdLsRKGWG“ +5iGLG" )
6aQ?

Qs

+

(FWF’“’ + ginyﬁ“”ﬂ : (2.103)

Remarquons que le poids relatif entre anomalies fortes et électromagnétiques dans ’ex-
pression ci-dessus correspond bien a celui spécifié par les équations (1.82) avec Ng = 0
et (1.81) avec No = 3 dans le cas de I'anomalie de trace'®, et par les équations (1.59)
et (1.55) avec N¢ = 3 dans le cas de 'anomalie axiale. Ceci n’est pas étonnant puisque
ces coefficients anomaux sont déterminés par les valeurs & énergie nulle des diagrammes
triangulaires SV'V et PVV, comme indiqué en (1.68) et (1.51) dans le cas de QED. Or
ce sont finalement ces diagrammes que nous obtenons (entre autres) par le calcul de la
boucle de quark charmé pour m, grand.

La dérivation du couplage effectif d’'un boson de Higgs léger & la trace du tenseur
énergie-moment est ainsi immédiate dans notre formalisme, comme nous allons le voir
maintenant. Ce dernier doit bien entendu auparavant étre accommodé a une interaction
‘tree-level’ différente de celle de ’équation (2.3), couplant un boson de Higgs & un quark
lourd :

Qu = Hqpqn, (2.104)

ol H et qp, désignent les champs du boson de Higgs et du quark lourd, respectivement, et le
bilinéaire ci-dessus est singulet sous SU(3)¢. Ce petit détour constitue donc une occasion
de montrer le caractére plus général de la technique mise au point dans la section 2.1.
Dans le Modéle Standard, le couplage associé a opérateur (2.104) est donné par :

g = M/v, (2.105)

13Le fait de poser No = 0 dans 1’équation (1.82) traduit le caractére externe des champs de gluons.
D’autre part, I’équation (1.81) correspond 4 un seul quark coloré, et doit donc étre multipliée par 3.
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avec M, la masse du quark lourd, et v, la valeur moyenne dans le vide du champ scalaire
initial (i.e., avant brisure spontanée de la symétrie électrofaible). Suivant pas & pas les
développements de la section 2.1, nous arrivons a la conclusion que l’expression (2.27)

doit atre remplacée par le Lagrangien effectif que voicil? :
5
Lo, =iggH Y Tr(Sy)+0 (1/M?), (2.106)
n=2

ol la trace porte a la fois sur les indices spinoriels et de couleur. Tenant compte des termes
additionnels (2.91), la contribution dominante a ’équation ci-dessus, obtenue pour n = 4,

s’écrit :
gH Qg OAQ
Lsg = =
5d (12

i “yGuua

La désintégration d’un boson de Higgs léger en deux fermions, deux gluons ou deux
photons est donc finalement décrite & I'aide du Lagrangien effectif ‘tree-level’ suivant,
aprés utilisation de la relation (2.105) :

1
EH:—H<
v

La quantité entre parenthéses n’est autre que la trace du tenseur énergie-moment associée
au quark lourd (incluant les anomalies), ce qui démontre le résultat annoncé.

2
FWF’“’> (2.107)

o G 4 —F,WF‘“’> (2.108)

2.4.4 Effet du quark charmé dans B — K~y

Signalons pour terminer que le résultat (2.91) permet encore d’estimer la contribution
de boucles de quarks lourds lorsque I'expansion en produits d’opérateurs (2.27) n’est plus
valide & condition de se placer dans I'approximation de factorisation. Considérons pour
fixer les idées les effets du quark charmé dans le processus radiatif B® — K%v-, représenté
ci-dessous.

R/

BA bms ¥ K
U,

T
Fig.18

Une analyse semblable & celle effectuée dans la section 2.2.4 dans le cas de la désintégration
hadronique B® — K peut étre suivie ici également. En particulier, I’élément de matrice
factorisé du conjugué de l'opérateur (2.58) est cette fois donné par :

c 1 _ =
<'yny0 ‘Qg A B0>F =3 {(vy ‘nyu(l - 75)0‘ 0) <K0 ‘bfy“s‘ BO> . (2.109)

La production de la paire vy peut donc & nouveau étre décrite a basse énergie a ’aide du
propagateur du quark ¢ dans un champ électromagnétique externe :

(yy[eluc| 0) = <W ‘—ZTT‘ [ P —me)y, } ‘0> (2.110)

avec ', = 7, pour des photons finaux dans I'état 0+ et T, = 7,75 dans le cas 0~ .

" Notez le changement de signe par rapport & 1’équation (2.27). Celui-ci provient de 'anticommutation
des champs de fermions dans 1’équation (2.10), absente dans le cas présent.
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2.5 Synthése

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode simple permettant de générer de
fagon systématique les corrections de type pingouin (cf. fig.10, p.36) a une interaction
effective & quatre quarks arbitraire, sous ’hypothése d’une saveur intermédiaire lourde.
Cette méthode consiste & exprimer 1’évolution de l'opérateur initial en termes de 1’ex-
pansion en la masse inverse du propagateur du quark lourd plongé dans un champ de
jauge (gluons et/ou photons) classique. Cette expansion, indépendante de I’opérateur ini-
tial particulier considéré, a été calculée explicitement jusqu’a I'ordre 1/M?2. Le résultat,
concis et aux propriétés de symétrie manifestes, s’est avéré également bien adapté a la
description des effets des boucles de quarks lourds dans certains éléments de matrice de
hadrons ou de photons a basse énergie.

Le formalisme ainsi développé nous a permis de clarifier le role des opérateurs anomaux
liés aux quarks c, b et t virtuels dans les désintégrations faibles des hadrons. Nos résultats
peuvent &tre résumés comme suit, en ce qui concerne les effets des interactions fortes :

— Etant donné les hypothéses considérées, i.e. (essentiellement), un opérateur initial a

quatre quarks et une saveur intermédiaire lourde, la méthode se trouve étre particu-
lierement bien adaptée a I’estimation des contributions & courte distance des boucles
de quark ¢ aux amplitudes de désintégration des mésons K. Ces derniéres consti-
tuent de plus un endroit privilégié pour étudier les effets de I’anomalie de trace de
QCD liés au quark c (cf. fig.8, p.35) puisque la conversion d’une densité de gluons
scalaire en paire de pions & basse énergie peut étre estimée a l'aide de 'anomalie
de trace forte associée aux saveurs légéres u, d et s, comme indiqué en (1.106). Les
opérateurs anomaux de dimension sept a courte distance sont cependant supprimés
par ms,d/MEV dans le Modeéle Standard, de par la structure chirale de l'interaction
faible effective a quatre quarks initiale. Nous n’avons pas non plus observé d’effet
de I'anomalie de trace au niveau des opérateurs de dimension huit, & une boucle, ce
qui peut &tre imputé a 'exigence d’invariance du Lagrangien AS = 1 sous la symé-
trie discréte CPS. Un opérateur d’anomalie axiale, en revanche, est bien produit.
Son importance dans les désintégrations des kaons est toutefois & nouveau apparue
limitée (cf. fig.13, p.46).
D’autre part, nous avons montré que I'amplitude B — KO/ était peu sensible
aux effets de 'anomalie axiale induits par un quark virtuel ¢ dans I"approximation
de factorisation (cf. fig.7, p.35). Un impact important de ce type d’anomalie dans
d’autres désintégrations des mésons B nous parait ainsi peu probable.

— La technique proposée s’applique également aux effets des boucles de quark b dans
les désintégrations des mésons D. Ceux—ci sont cependant fortement supprimés par
les facteurs de CKM qu’ils impliquent.

— L’analyse des opérateurs anomaux induits par le quark ¢ nécessite d’aller au-dela
de ’approximation & quatre quarks. Un argument dimensionnel simple nous permet
toutefois de conclure & une suppression de l'ordre de my) /m? dans les désintégra-
tions des mésons K(B).

Ces résultats peuvent &tre transposés au cas des opérateurs anomaux électromagné-
tiques sans changement majeur.

En conclusion, si les anomalies axiale et de trace ont effectivement un role & jouer
dans les désintégrations faibles des hadrons (et en particulier dans les processus B — K1/
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et K — 7m), ce doit étre via des effets non perturbatifs associés aux quarks légers wu,
d et s ou via l'intervention de nouvelle physique au-dela du Modéele Standard (comme
par exemple dans la section 2.3). La premiére de ces deux possibilités sera examinée plus
avant dans le chapitre suivant.

Notre méthode fournit par ailleurs une classification naturelle et systématique des
opérateurs issus de l'intégration du quark charmé dans les désintégrations faibles des
kaons. En particulier, un nouvel ensemble d’opérateurs de dimension huit invariants de
jauge et invariants sous CPS a été obtenu (y compris en présence d’interactions élec-
tromagnétiques). Leur effet, a priori de lordre de m%( /m2, pourrait s’avérer compétitif
avec celui d’autres corrections de QCD a courte distance non dominantes [59]. Une vio-
lation importante de la factorisation dans les amplitudes AT = 1/2 est toutefois requise.
Signalons encore que des effets distincts en 1/u2, également associés & des opérateurs de
dimension huit mais provenant cette fois de la procédure de ‘matching’ avec la physique
a longue distance, ont été discutés dans la référence [69].

Le résultat sans doute le plus remarquable de ce chapitre est simplement d’avoir
reconnu au propagateur en champs externes d’un quark lourd une existence propre, éta-
blissant par 1a méme un lien entre les interactions effectives générées par l'intégration
d’un quark lourd et la contribution d’un tel quark aux éléments de matrice de hadrons ou
de photons & basse énergie (tels que fé,c) , par exemple). D’autres domaines d’application
sont bien entendu possibles, comme nous I’avons vu dans le cas du couplage d’un boson de
Higgs léger & une densité de quarks. Cette généralité de la méthode, qui fait sa puissance,
provient de ’hypothése de grand M, qui permet d’étendre le propagateur fermionique
en somme d’opérateurs locaux. Ironiquement, c’est également cette hypothése qui est a
Porigine des limites de la méthode, les effets qu’elle permet d’estimer étant le plus souvent
supprimés par l'inverse de la masse en question, comme nous ’avons vu par exemple dans
le cas des opérateurs de dimension huit AS = 1.






Chapitre 3

Opérateurs faibles anomaux
induits par les quarks légers

Tournons-nous & présent vers les effets des anomalies liés aux quarks légers. Dans le
Modele Standard, les interactions faibles AS = 1 entre saveurs légéres sont gouvernées
au ‘tree-level’ par 'opérateur effectif suivant :

@S = A(dpy,ur) (@ytsp). (3.1)

Celui-ci se transforme comme une composante de la représentation (8, 1) sous le groupe
chiral U(3)r, x U(3)g!. Dans le formalisme de la section 1.3.1, cet opérateur (ainsi que
ceux qu'il induit par corrections fortes) admet donc les représentations chirales anomales
dominantes suivantes :

sd
Qaa ~ r(mUt—Um') " miTr(nU ~ U (3.2)
Qur ~ r(mUt+ UmT>8d Tr (9,v0°U") (3.3)
Qur ~ (@LUa“UT)Sd Tr <6MU8“UT) ) (3.4)

compte tenu des réalisations non linéaires des opérateurs GZVCNTV“’ * et Gy, GF"* obtenues
en (1.99) et (1.104), respectivement. Dans la dérivation des expressions ci-dessus, le pa-
rameétre de brisure m est considéré comme un champ extérieur pourvu de propriétés de
transformation chirales identiques a celles de la matrice U. Notons que ’analogue axial
de l'opérateur d’anomalie de trace (3.4),

sd
Qan ~ (a“UaﬂUT> mgTr(an —1In UT), (3.5)

n’est pas invariant sous CPS. 1l est de ce fait interdit dans la limite de conservation de C'P.

La présence de la matrice m dans les équations (3.2) et (3.3) peut paraitre étonnante
étant donné ’absence de couplages proportionnels aux masses des quarks dans les interac-
tions du Modeéle Standard considérées (exception faite de ceux des ‘would-be-Goldstone’,

'Tl contient en fait également une composante de la représentation (27r,1r). Celle-ci est cependant
beaucoup plus faible, comme en témoigne la régle de sélection Al = 1/2 observée dans les désintégrations
K — 7 et K — mrw (cf. section 3.2.1).
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absents cependant dans la jauge unitaire). A courte distance, une telle dépendance ne peut
en fait provenir que de I'utilisation des équations du mouvement classiques. Or, dans le
modéle non linéaire, seules les amplitudes physiques (faisant intervenir des états initiaux
et finaux sur leur couche de masse) sont indépendantes de la représentation unitaire parti-
culiére choisie [70]. Tous les opérateurs compatibles avec les symétries considérées doivent
donc étre pris en compte, et ce quelle que soit leur dépendance en m.

Les opérateurs anomaux Qaa, Qar et Q;‘T se trouvent supprimés dans ’expansion
combinée en les moments, les masses des quarks et 1/N¢. Leur caractére anomal pourrait
néanmoins compenser cette suppression. C’est cette possibilité, motivée par l'intensité
des effets anomaux observés a longue distance dans la section 1.3, que nous allons étudier
dans ce chapitre.

L’opérateur 'y, ne doit en fait pas étre considéré plus longtemps. Celui-ci comporte
en effet au minimum quatre champs pseudoscalaires ®. Il contribue de ce fait au processus
K — mmm mais pas & K — 7. Son importance dans les désintégrations hadroniques des
kaons est ainsi manifestement limitée, malgré son caractére anomal, le ‘théoréme des pions
mous’ reliant avec succeés ces deux processus.

L’opérateur @ 4T, par contre, pourrait contribuer de fagon non négligeable & I’amplifi-
cation observée du canal AI = 1/2 via des diagrammes factorisés tels que celui de la figure
8 (p.35), avec un quark intermédiaire u. Ce mécanisme déja considéré dans le chapitre
précédent, dans lequel une paire 7w est produite via ’anomalie de trace de QCD, est
également semblable & celui invoqué avec succés dans la section 1.3.4 afin de décrire les
transitions 1’ — J/1mw. Les gluons, émis alors par des quarks lourds, le sont cependant
dans le cas présent par des quarks légers.

L’opérateur Q44, quant a lui, pourrait affecter par exemple les désintégrations K+ —
7at70 via le mécanisme décrit dans la figure 13 (p.46), avec une saveur virtuelle u au lieu
de c. Ce processus est cette fois & mettre en paralléle avec la description des transitions
Y — J/vn de la section 1.3.4.

Dans la section suivante, nous allons tenter de générer les opérateurs anomaux (3.2) et
(3.3) par corrections du Lagrangien non linéaire (1.90) & une interaction effective AS =1
de type ‘densité’. Nous serons ainsi en mesure de vérifier si les effets de ces opérateurs sont
effectivement amplifiés par rapport a ceux d’opérateurs non anomaux du méme ordre.

Nous discuterons ensuite I’hypothése de dominance des opérateurs anomaux (3.2) et
(3.3) et de leurs analogues électromagnétiques. Ce point de vue radical vaut la peine d’étre
considéré étant donné le succes de la description phénoménologique de la référence [9)
dans le cas de ’anomalie de trace, manifestation possible d’un réle plus fondamental des
anomalies fortes et électromagnétiques dans les désintégrations faibles des mésons.

3.1 Génération des opérateurs anomaux

A TDordre le plus bas de ’expansion chirale, il existe deux opérateurs AS = 1 qui se
transforment suivant la représentation (8, 1g) :

Qs = (auUa#Uf)Sd, (3.6)

Qp = r(mUT—i—UmT)Sd. (3.7)
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Soit gp = GpF2, le couplage effectif associé a I'opérateur @p. Il est bien connu que la
combinaison gp(@p + Q})) peut étre absorbée par le terme de masses du modéle non
linéaire (1.90). Le Lagrangien AS = +1 correspondant s’écrit en effet :

Lp=GpFirTr ((\m) Ut +U (X*m)") (3.8)

ot A% est la sixieéme matrice de Gell-Mann, définie dans ’annexe E.1. La matrice m est a
présent supposée diagonale et réelle. L’expression ci-dessus peut étre incorporée dans le
terme de masses de 1’équation (1.90) via la substitution

m —m=m+4GpF2 )\ m. (3.9)
La matrice m peut ensuite étre diagonalisée par la rotation chirale suivante [71] :
m = e 4N metr) 4 O(G2m), (3.10)

ot la septidme matrice de Gell-Mann A7 est définie en annexe et

m2 +m? 2mgm
=4AGpF?—3%—— = AGpF?—5—. 3.11
§L D ﬂm?i_mg’ é-R D ”mﬁ—mg ( )
La transformation . .
U — U = eltr e %rh (3.12)
permet finalement d’éliminer 1'opérateur ‘densité’ Qp :
Tr (’mUT + U’rrﬁ*) —Tr (m (U’ + U”f)) +O(GLm). (3.13)

L’opérateur Qg est donc le seul a contribuer a la régle AI =1/2 a l'ordre dominant.

La redéfinition des champs pseudoscalaires (3.12) affecte cependant les termes suivants
du Lagrangien chiral fort, tels que ceux d’ordre p>m et m? par exemple, générant ainsi de
nouveaux opérateurs faibles. Les corrections & 'opérateur densité provenant du modéle
non linéaire (1.90) meénent donc en principe a des effets observables. C’est de cette fagon
que nous allons générer les opérateurs anomaux (3.2) et (3.3).

3.1.1 Evolution de 'opérateur densité

Calculons donc les opérateurs effectifs dominants issus de la correction de 'opérateur
faible (3.7) par les boucles de mésons associées au Lagrangien fort a basse énergie (1.90).
Pour ce faire, nous réécrivons tout d’abord le Lagrangien total Ly, +gp(@p + QL) sous
forme d’un Lagrangien non linéaire L5 impliquant la matrice de masses m (non hermi-
tienne) définie en (3.9). Nous n’effectuons toutefois pas la rotation (3.12). Le probléme
considéré se raméne ainsi au calcul bien connu des corrections 4 une boucle d’ordre p?,
p?>m et m? au Lagrangien chiral fort dominant. Suivant 1’analyse de la référence [23], nous
utilisons la méthode du champ externe? afin d’obtenir une évolution au niveau opératoriel.

Notre analyse différe cependant par la prise en compte du neuviéme méson pseudosca-
laire 7, ainsi que du terme de masse anomal correspondant. D’autre part, nous préférons

2 Cette méthode ne doit pas étre confondue avec celle utilisée dans la section 2.1. En effet, aucun degré
de liberté n’est intégré dans le cas présent.
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insérer deux ‘cut-off’ plutdt que d’utiliser le schéma de régularisation dimensionnelle,
ceci afin de faire apparaitre explicitement ’échelle A au-dela de laquelle la description en
termes de mésons cesse d’étre valide, et doit au contraire étre complétée par des contri-
butions de courte distance.

Les étapes essentielles de la dérivation sont présentées dans ’annexe D, ainsi que
I’extraction de la partie d’ordre Gp du résultat.

Finalement, 1’évolution & longue distance de l'opérateur densité est donnée & une
boucle par :

3A2 m2 A2
9p 4 - 0 fainlll
Lefp = Gola (1 (An?F2 T 3(Am2r2 1“<62>>QD

GpF? A\ & ®*) (") 6
Ho b <_2) >0 + o0 (3.14)
avec
Q) = r (mU + Um)*® Tr [8,U0Ut +r (mUt + Um)]
QY = r (mUt — Um)** Tr [0* (U, U)] (3.15)
QY = rTr [(A\ymU' + UmA,) (0,U0*U" + 1 (mU' + Um))]
et

cgp4) =1, c§p4) = -2

, P =3 (3.16)

Par O(p?™), nous entendons les contributions d’ordre p>™=Om! (I = 0,...,n). Le sym-
bole & désigne la coupure infrarouge, de I'ordre de my, tandis que A désigne la coupure
ultraviolette, de 'ordre du GeV. Le projecteur A}, quant & lui, est défini par :

A= (A +4X7) /2. (3.17)

Le premier terme du Lagrangien effectif ci-dessus consiste simplement en une renor-
malisation de l'opérateur densité initial. Or celui-ci ne peut contribuer aux amplitudes
physiques étant donné la relation (3.13). La divergence quadratique, en particulier, n’a
donc aucune incidence.

Trois nouveaux opérateurs sont générés par 1’évolution & longue distance de I’'opérateur
densité. Le premier contient notamment ’opérateur d’anomalie d’échelle recherché @ a7 .
Notons qu’il n’est pas exactement proportionnel & la trace du tenseur énergie-moment
(1.102). Le second, en revanche, est proportionnel a la divergence du courant axial (1.96).
Il fait intervenir 'opérateur d’anomalie axiale Qa4 aprés utilisation des équations du
mouvement (1.94). Le troisiéme, enfin, est un opérateur non factorisable qui ne comporte
aucune contribution anomale.

Comparons l'intensité relative des opérateurs Qar et Qa4 obtenue & celle issue de
I’analyse a courte distance du chapitre précédent.
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3.1.2 Poids relatif des anomalies axiale et de trace

Les équations (3.15) et (3.16) impliquent, aprés utilisation des équations du mouve-
ment (et ne considérant que les contributions proportionnelles a my) :

QU 4 ~ (mUT)Sd [—%?Tr (6uU8“UT>]
i (mUT>Sd {i%’%m%Tr (1nU “In UTﬂ . (3.18)

Les anomalies axiale et de trace sont donc produites avec la méme intensité, a I’ordre le
plus bas de I'expansion chirale.

Ceci contraste avec les résultats obtenus & courte distance, oll nous avons vu que
seul 'opérateur d’anomalie axiale (2.51) était généré dans le Modele Standard, & ’ordre
dominant.

Au-dela du Modele Standard, en revanche, nous avons vu que ’existence de structures
chirales du type (31,3r) ou (31,3r) permettait 1’émergence des deux types d’anomalies
(cf. section 2.3). Ces structures chirales sont en fait celles & mettre en relation avec
Iopérateur effectif & basse énergie du Modeéle Standard () p, puisque celui-ci se transforme
lui-méme suivant la représentation (31,3g) + (31,3r) du groupe chiral une fois le terme
de source m(z) gelé a la matrice de masses des quarks. Comparons donc plutot ’équation
ci-dessus & P’expression (2.83) :

—9ay,
&

(7 ~ a uva g 7 — a uva
QAT+AA drsr [ Gul/G :| + 1 X id, SR o G2 G . (319)
Les quantités entre crochets correspondent aux représentations non linéaires anomales de
léquation (3.18). Or I'analyse du chapitre précédent ne faisait intervenir qu’'une saveur
a l'intérieur des boucles, et non trois. De plus, les champs de gluons étaient considérés

comme externes. L’équation (3.19) doit donc en fait plutdt s’écrire :

o
127

QEZ)T+AA ~drSR Ga,Grre| — % X idp SR [ﬁGzyGuua} _ (3.20)
Le coefficient du terme GJ,,G** est obtenu en posant No = 0 et ny = 1 dans I'équa-
tion (1.82). La contribution de I’anomalie axiale est ainsi supprimée d’un facteur deux par
rapport & celle de I’anomalie de trace, & courte distance. Le signe relatif des deux contribu-
tions, quant a lui, reste inchangé. Cet accord qualitatif entre les équations (3.18) et (3.20)
est déja remarquable étant donné la seule prise en compte des états liés pseudoscalaires
7, K et n¥) a longue distance.

3.1.3 Amplification de ’opérateur d’anomalie de trace

Dans cette section, nous allons tenter d’estimer I"amplification & longue distance d’un
opérateur d’anomalie de trace générique issu d’effets de courte distance, dans le Modéle
Standard : o

Lsp=gO0 ng,,G“”a, (3.21)

oll g est une constante et O symbolise une combinaison arbitraire de champs de quarks et
de gluons AS =1 invariante sous CPS, sous transformations de jauge et de Lorentz, et
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qui se transforme suivant la représentation (8, 1g) du groupe chiral U(3);, x U(3)g. Un
tel opérateur peut par exemple étre dérivé de I’équation (2.45). Des effets liés uniquement
aux quarks légers pourraient également donner lieu & de telles contributions.

Supposons que l’expression (3.21) puisse étre hadronisée a 1’échelle A simplement par
insertion du vide. L’équation (1.104) implique dans ce cas, pour la partie de O représentée
en-dessous de cette échelle par I'opérateur densité :

Lrp = ¢'r (mUT + Um) . <%GZVGWG>
+g'r (mUT + Um) . 4—57?T7« (%U@“UT) T (3.22)

Soit gar = GarF2, le coefficient associé a 'opérateur Q 4 ci-dessus. Le rapport Gp/G ar
est donné par :

Gp _ 9(FCuG"")

Gar 4F7‘r1
pour (2:G%,GH*) ~ 0.012 GeV* [72].
Les corrections a longue distance (3.14) apportent une contribution additionnelle a
I’opérateur d’anomalie de trace :

~ 370 (3.23)

6G ar 1 A%\ Gp
= — | =—. .24
Gar 4(47r)2 o <&‘2 Gar (3.24)
L’équation (3.23) permet d’estimer 1’amplification qui en résulte :
Gar+0Gar  _ 9 (2qa,Grre) | A?
Gar N 25672 F A g2
~ 18 (e~mg)— 3.3 (e ~myg) (3.25)

pour A ~ 1 GeV. Cette estimation doit bien entendu étre considérée avec précaution
étant donné les approximations utilisées.

Une amplification a donc bel et bien lieu. Celle-ci ne garantit cependant pas la domi-
nance de 'opérateur Qar par rapport a d’autres interactions effectives du méme ordre.
Afin d’éclaircir ce point, examinons plutot les contributions relatives des différents opé-
rateurs de ’équation (3.15) aux amplitudes de désintégration K — 7.

3.1.4 Les anomalies dans les désintégrations K — 7

Considérons tout d’abord le processus K° — 7tn~. Dans la limite m, = myg, les
diagrammes ‘tree-level’ suivants sont produits par les interactions non linéaires (1.90) et
le Lagrangien faible a une boucle (3.14) (ou plus exactement son hermitien conjugué, dans
le cas présent) :

Fig.19
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Les ronds symbolisent les vertex forts, tandis que les vertex faibles sont représentés par
des carrés. La contribution de type ‘tadpole’ de la figure de droite annule la contribution
directe de la figure de gauche dans le cas de 'opérateur densité, comme il se doit. Le
deuxiéme opérateur de 1’équation (3.15) ne contribue pas non plus au mode K° — 77—,
Les premier et troisiéme opérateurs, quant a eux, produisent ’amplitude suivante :
iGp A?
MK s atn7) =——=— (m% —m2)m% Cln | — 3.26

( )D 8ﬂﬂ-2Fﬂ' ( K 7r) K 52 ? ( )
ou les masses des quarks ont été éliminées au profit de mg . & I'aide de 1'équation (1.91).
La constante C est donnée par :

2 2 92 2 3 2 3 2
c:<1—$“>+<$“>+<QZ§):1+QZ§. (3.27)
K K K K
—_——— ——
CcAT cr Cs

Le coefficient C{T' (C") ci-dessus désigne I’effet de la partie anomale (non anomale) de
l’opérateur Qgp 4), tandis que C3 se réféere a 'opérateur Qép g .

Il apparait clairement au vu de I’équation (3.27) que la contribution de 'opérateur
d’anomalie de trace, amplifiée par le facteur dynamique m%( /m2, domine effectivement
celle des autres opérateurs, et en particulier celle du troisiéme opérateur de I’équation
(3.15), pourtant favorisé par le comptage en 1/N¢. Nous avons explicitement :

AT AT
¢ G L

o
— ~ 7. — ~ ~ 2
s 7.6, cr 3.3 (3.28)

5.7, ——— ~3.3.
’ CT"+Cs

Une telle dominance peut-elle étre également observée dans le cas de I’anomalie axiale ?
Afin de répondre & cette question, examinons le processus K+ — 7t70.

Celui-ci requiert un opérateur faible AI = 3/2 dans la limite ou I’isospin est une bonne
symétrie des interactions fortes. La contribution des opérateurs (3.15) s’annule donc dans
cette limite. Au premier ordre en la brisure mg —m,,, cependant, les diagrammes suivants

sont générés :
+ +
I8 s
K+{ K+%< K’
0 0
T T

Fig.20

La possibilité de transitions 7%-n et 70-n/ résultant des éléments 73ng et 7n, de la
matrice (1.113), en particulier, donne lieu & des effets de 'opérateur d’anomalie axiale
@a4- Bien que supprimées par le paramétre de brisure mg — m,, les contributions dont
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il est question ici peuvent étre mises en paralléle avec celles qui précédent étant donné
la forte suppression du mode K+ — 7w x0 par rapport & K9 — w7 . Les deuxiéme et
troisiéme opérateurs de 1’équation (3.15) générent 'amplitude suivante :

+ +.0 15iGp 2 2 2 2 2 ! A?
M(K — T T )D:m (mK—mﬁ) (mKo—mK+ —5em)C In ? y (329)

ou les parameétres du mélange ng-1y ont été exprimés en termes de mg et de mg via
léquation (1.116), et 82, désigne la différence de masses électromagnétique (1.92). La
constante C’ est définie par :

4m? 6m2 2m2
C’:<— “>+<1— “):1— I (3.30)
A 5m(2) R 5m(2) ’ m%
Co Cs

C’est cette fois la contribution de 1'opérateur non factorisable Qép “) qui ’emporte. Le
caractére anomal de 'opérateur ) 44 n’induit donc manifestement pas d’amplification.

Revenons & présent sur I'importance des effets observés dans le cas de 'anomalie de
trace. Nous avons vu que 'opérateur Qa7 échappait aux régles de comptage en 1/Nc¢.
Ce comportement particulier est cependant le résultat d’un facteur m%( /m2, et non d’un
couplage anormalement élevé produit lors de ’évolution (3.14). L'opérateur Q 47 satisfait
donc encore aux régles de comptage en p2. Son effet dans les désintégrations des kaons
devrait ainsi finalement étre de I'ordre de 15-20%, tout au plus.

L’analyse de la référence [9] suggére pourtant une dominance des effets de I’anomalie
de trace dans les désintégrations hadroniques Kg — 7w et Kg — 7w et dans les désinté-
grations radiatives K3 — 7y et K2 — 7997, Qu'en est-il exactement® ? Afin de tenter de
répondre & cette question, considérons nous aussi le point de vue radical d’une dominance
des opérateurs anomaux.

3.2 Hypothése de dominance des opérateurs anomaux

Le Lagrangien effectif AS = £1 constitué des opérateurs anomaux Qa7 et Qa4 et de
leurs analogues électromagnétiques est donné par :

Lap = Gapr (mUt +Um)™™ |- LeTr (9,060U") + & |
(3.31)

+ikGapr (mUT = Um) ™" [iLm3Tr (InU I UT) — 25, P,

ou G zp est un facteur global et x désigne le poids relatif des anomalies axiale et de trace
(k = —1 suivant analyse de la section 3.1.2). Ces deux constantes sont supposées réelles
dans la limite de conservation de CP considérée ici.

Les coefficients des termes F,, F'*¥ et Fuyﬁ’“” sont déterminés par la trace du tenseur
énergie-moment (1.127) et la divergence du courant axial (1.119) avec a = 0, respective-
ment. Les termes de masses de ces équations ne sont pas pris en compte puisque notre

3Soulignons d’ores et déja que cette approche n’est en fait pas en contradiction avec les résultats qui
précédent, mais constitue plutdt une analyse complémentaire, comme nous allons le voir dans la section
suivante ainsi que dans la section 3.3.
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hypothese de départ (comme celle de la référence [9]) est celle de la dominance de la partie
des anomalies proportionnelle aux champs de jauge et non, par exemple, de la trace du
tenseur énergie-moment ou de la divergence du courant axial dans leur entiéreté. Ce choix
est motivé par la description des désintégrations du 1)’ présentée dans la section 1.3.4.

Les interactions électromagnétiques sont habituellement introduites dans le modéle
non linéaire au moyen de la dérivée covariante D,U ®) = o.U 1) — ieA, [Q, U (T)}. Une
telle substitution dans le Lagrangien (3.31) ménerait cependant & un double comptage
puisque la totalité des effets électromagnétiques dans la trace du tenseur énergie-moment
a déja été prise en compte par le terme anomal F),, F*”. Nous nous en tenons donc a
Iexpression (3.31).

Les choses vont en fait plus loin : les contributions des boucles de pions provenant du
terme T'r (8# UorU T) aux désintégrations radiatives des kaons ne doivent pas non plus étre
considérées. Celles-ci ne seraient d’ailleurs pas invariantes sous transformations U(1)em
locales. Le Lagrangien (3.31) doit ainsi étre vu comme un modeéle phénoménologique au
‘tree-level’, et non comme la sélection de quelques opérateurs particuliers de [’expansion
chirale, supposés dominants.

La nécessité - et I'intérét - de ce changement de point de vue par rapport a la section
précédente réside bien sar dans I'utilisation des équations (1.127) et (1.119) afin de fixer le
poids relatif des opérateurs anomaux forts et électromagnétiques. Ces équations, dérivées
a partir des anomalies de QCD et de QFED, n’ont en effet de sens que pour des mésons
pseudoscalaires sur leur couche de masse (ou tout au moins pour des amplitudes au
‘tree-level’)*. Les effets de boucles sont donc supposés pris en compte par les coefficients
anomaux, dans le modele (3.31).

Notre analyse differe de celle de la référence [9] sur plusieurs points :

— Tout d’abord, les anomalies axiales forte et électromagnétique sont introduites. Les

processus K+ — w70, K% — vy et Kg — 707+ sont ainsi inclus dans I’analyse.

— Ensuite, les masses des pions ne sont pas posées égales & zéro dans les parties

des amplitudes K — zw, mnm lides & la trace du tenseur énergie-moment. Cette
approximation est en effet inutile dans notre cas puisque la représentation non
linéaire (1.104) de opérateur d’anomalie d’échelle de QCD a été obtenue en dehors
de la limite chirale.

— Enfin, le spectre de masse invariante des deux photons émis lors de la désintégration

K? — 70y est analysé.

Examinons a présent la possibilité d’'une dominance des opérateurs anomaux (3.31)

dans les désintégrations hadroniques et radiatives des kaons.

3.2.1 Désintégrations hadroniques : K — 7w, nnmw

Dans le Modeéle Standard (et en I’absence de corrections électromagnétiques), les am-
plitudes de désintégration K — wm peuvent étre paramétrisées de la maniére suivante,
dans la limite m, = my :

MY = M(K® — ntn—) = Age® + %Agei‘s?,
MYy = M(K? — 7070) = Age™® — /245672, (3.32)

My = M(KT — 7t70) = 3 Agetd2.

‘Rappelons que les représentations non linéaires (1.99) et (1.104) ont été obtenues 4 1'aide du théoréme
de Noether, qui est un théoréme classique.
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Les indices 0, 2 se référent a ’isospin total des deux pions finaux. Les amplitudes réduites
Ap et Ao sont produites par les parties AI = 1/2 et AI = 3/2 des interactions faibles,
respectivement. Dans la limite chirale, la premiére recoit a la fois des contributions des
représentations (81, 1r) et (271, 1r), tandis que la seconde ne regoit de contributions que
de (271,1R). Les phases dy et d2, quant a elles, encodent les effets des rediffusions fortes
nm — 7 dans I’état final, comme prescrit par le théoréme de Watson.

Les équations ci-dessus peuvent étre inversées, ce qui donne en particulier :

2 2 2
Aol = EIML P+ 3 IM P S IMES el =FMb (33)
Les amplitudes expérimentales [21] impliquent ainsi :
|A0/A2|exp =22.2. (3.34)

Cette dominance du canal Al = 1/2 sur le canal AI = 3/2 constitue la ‘régle AT =1/2’
déja mentionnée a plusieurs reprises. En langage ‘SU(3)’, celle-ci implique une suppression
des interactions du type (27, 1g) par rapport aux interactions du type (81, 1g).

Comme déja signalé dans la section 3.1.4, le mode chargé K+ — 779 est une pure
transition AI = 3/2. Il ne peut donc étre généré par le Lagrangien (3.31) dans la limite
d’isospin. Au premier ordre en la brisure mg — m,, toutefois, il recoit la contribution
de poles du 7 et du 7’ provenant de I'opérateur Qa4 (cf. fig.20, 3°™¢ diagramme)®. Les
parametres du mélange ng-7, ainsi impliqués sont éliminés au profit de mg et de mg a
’aide de I’équation (1.116), comme précédemment.

Les autres amplitudes, qui contiennent une composante Al = 1/2, sont considérées
dans la limite m, = my. Elles sont générées de ce fait uniquement par 1’'opérateur Q 47°.

Il n’est bien entendu pas nécessaire d’analyser tous les modes K — 7w, nmmw étant
donné les symétries en jeu. Les prédictions du modéle (3.31) pour les amplitudes K9 —
7t~ et K9 — 7970, par exemple, sont rigoureusement identiques dans la limite d’isospin
(et égales & |Ap|, en norme), conformément aux équations (3.32).

Compte tenu de ces remarques, les amplitudes ‘tree-level’ suivantes sont obtenues :

M (Kg — 7T )y = 4i(ﬁ;,AD (m%( - mgr) (m%{ - Qmi) ) (3.35)
M (KE — 7r+7r_7r0)AD = Qi:;m m% (q2 - 2m3,) , (3.36)
M(KT - ata®),, = —%ﬂ (mi —m2) (Mo — mier — 62n), (3.37)

ol q désigne I'impulsion totale du systéme w7~ Les états physiques Kg et Kg ont été
deéfinis en (1.108), dans la limite de conservation de C'P. Remarquons que les dépendances
en mg se sont simplifiées dans ’équation (3.37). Les expressions (3.35) et (3.36) corres-
pondent aux résultats de la référence [9] a condition de prendre la limite m, — 0 dans
chacun des derniers facteurs.

Les prédictions du modeéle (3.31) sont a comparer a celles du Lagrangien

, (3.38)

Ls = GsF! (8uU8“UT>dS+Sd

SRappelons I'image en termes de quarks et de gluons qui sous-tend cette contribution, donnée par la
figure 13 (p.46).
5En termes de diagrammes de quarks, un processus typique est représenté dans la figure 8 (p.35).
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associé a 'opérateur Qg défini en (3.6). Afin de pousser la comparaison jusqu’au bout,
nous n’introduisons pas de multiplet (27;,1g). Le processus K+ — 7t7¥ est ainsi a
nouveau obtenu par effets de brisure de I'invariance sous SU(2);. Le Lagrangien ci-dessus
produit les amplitudes suivantes, au ‘tree-level’ :

M (Kg — 7T+7T_)8 = 2iGsF; (m%( — m?r) , (3.39)

M (KE — 7r+7r*770)8 = Gs (q2 - mfr) , (3.40)
: 2 2

MK+ —7ta®), = EGZF ™ (1 +6 mKT%m“) (m2o — m2y — 62,). (3.41)

Conformément & ’hypothése de dominance, les couplages Gs, Gap et G75° (corres-
pondant a la limite m; — 0 dans les derniers facteurs des équations (3.35) et (3.36))
sont déterminés de maniére a saturer 'amplitude | Ag|, obtenue a partir des rapports de
branchement expérimentaux K — 7 a ’aide de 1’équation (3.33) :

|Gs| = 9.1107% GevV 2, (3.42)
F2
|Gap| = % =0.1910 ° GeV 2, (3.43)
K T
_ Gs| F2
|GAD"| % —0.16 100 GeV 2. (3.44)
K

Les prédictions des différents modéles sont rassemblées dans le tableau suivant” :

exp [21] ChPTé9 ") /exp | ADp—o/exp | AD/exp
Br(K9 — mtr) (68.95+0.14) % 0.96 0.96 0.96
Br(K? — ntn=n%) | (12.59+0.19) % 0.76 1.13 0.66
Tab.4

Les facteurs cinématiques intervenant dans les rapports de branchement ci-dessus ont été
évalués a I’aide des masses physiques (1.84). Signalons que 'utilisation des masses mg
définies en (1.93) aurait pour effet d’augmenter les rapports théorie/expérience obtenus
de trois & huit pour-cent® dans le cas du processus Kg — ata~ 7Y, Cette sensibilité
particuliere est a imputer au peu d’espace de phase disponible. D’autre part, les temps
de vie du KJ et du K? ont été spécifiés en (1.109).

Remarquons 'impact important de ’approximation m, = 0 dans la trace du tenseur
énergie-moment, a la deuxiéme ligne du tableau ci-dessus. Les différentes valeurs obtenues
ne permettent cependant d’exclure aucun modéle étant donné l'importance des erreurs
théoriques et la sensibilité que nous venons de relever.

La régle AT = 1/2, d’autre part, est reproduite & 18% par le Lagrangien (3.38), et a
40% par le rapport des anomalies axiale et de trace fortes (3.31) avec |k| = 1, au premier

"La premiére ligne de ce tableau n’est bien entendu pas une prédiction : c’est le résultat de la saturation
de 'amplitude |Ao|.
2
8Plus précisément, nous obtenons les valeurs 0.81, 1.21 et 0.69 pour les modéles C’hPTSO(p ), ADp—o
et AD, respectivement.
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ordre en la brisure de SU(2);. Rappelons toutefois que la valeur de k n’est pas spécifiée
par le modele (3.31) en tant que tel.

L’hypothése de dominance de 1'opérateur @ 47 tient donc toujours (tab.4, 26™€ ligne),
tandis que celle de I'opérateur Q44 ne peut étre confirmée ou infirmée sur base de cette
seule analyse (tab.4, 3°™¢ ligne).

3.2.2 Désintégrations radiatives : K§; — vy, K} ¢ — vy

Examinons & présent les effets des anomalies axiale et de trace électromagnétiques
dans les désintégrations radiatives K¥ — v, Kg — 70y et Kg — 77, K9 — 70y,
respectivement. Dans la limite d’isospin, les prédictions (‘tree-level’) du Lagrangien (3.31)
s’écrivent :

o ].GZGAD o ’TTL72r o o
™ K
o SGAD o - o
M (KD — ”OW)A% = W;m%{(k/sz — k1kan®®), (3.46)
o 16I€G (6 aBoo
M(EY = m)ip = —— 2 omie® ki ha, (3.47)
afs SilﬁiGAD (67 m72r aBoo
M (K —7m"9)5p = T;m%( <1 - m—2> PP k1 phag, (3.48)
™ K

ol k1 et ko désignent les moments des photons finaux.

Ces amplitudes sont & comparer a celles générées a partir du Lagrangien (3.38), aprés
introduction des interactions électromagnétiques, & ’ordre le plus bas de ’expansion chi-
rale. La prise en compte de ces interactions se fait au moyen de la substitution minimale
QuU(T) — D#U(T) = auU(T) —ieA, [Q, U(T)] dans l'opérateur faible (3.38), mais également
dans le Lagrangien fort a basse énergie (1.90), ce dernier étant & méme de contribuer par
effets de boucles. Dans ce cas, les opérateurs |AS| = 1 d’ordre suivant dans l’expansion
chirale (i.e., p*) doivent en principe étre également considérés”’. Ceux-ci ne peuvent cepen-
dant affecter les désintégrations traitées ici, les particules impliquées n’étant pas chargées.
Ces désintégrations ne recoivent pas non plus de contribution de I’ordre p?, pour la méme
raison. A l’ordre le plus bas possible, c.-a-d. p*, les processus Kg — vy et Kg — 0y
sont ainsi produits & partir du Lagrangien (3.38) via une boucle de pions ou de kaons.
Celle-ci converge étant donné I’absence de contretermes |AS| = 1 a cet ordre. D’autre
part, de maniére générale, les termes d’ordre p* du Lagrangien chiral fort sont susceptibles
d’intervenir dans les désintégrations radiatives des kaons, & cet ordre précisément. C’est
le cas du terme de Wess-Zumino-Witten, qui est & 'origine de contributions de poles du
79, du 7 et du 7 dans les processus Kg — vy et Kg — 70y,

Les amplitudes des désintégrations Kg — vy et Kg — 707 a une boucle indiquées
ci-dessus sont données explicitement par [73,74] :

2 2
afB . « ma m a o
M (K3 —)g = —2iGsFr— <1 - ) F, (ﬁ) (KPkS — kikon®)  (3.49)
K o

9Le champ électromagnétique A* est compté comme une puissance de p dans cette expansion.
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et

2 2
0 0. N8 _ @ mz q
m2 m2 2
B < K K) e <4q ; )] (kTkS — ko) (3.50)
My

avec q¢ = k1 + ko. La fonction F|, est définie par :

1-— pour A <1,

2
1 1
] (arctan T 1)

2
1 1-y/1-1/A | .
1+4A<1n1+m+m> pour A > 1.

Celle-ci développe une partie imaginaire pour A > 1, c.-a-d. lorsque la transition intermé-
diaire K — 7rr (dans le cas de K3 — vy) ou K — nnr (dans celui de K? — 70y7) peut
étre réalisée ‘on-shell’. Notons par ailleurs ’absence de contribution de boucle de kaons
au Processus Kg — 7y dans la limite d’isospin, considérée tout au long de cette section.

D’autre part, comme indiqué ci-dessus, les amplitudes Kg — yyet Kg. — 707y issues
de I'opérateur (3.38) sont générées au ‘tree-level’ par les transitions K — Pet K% — 7P
(P =Y n,7")!, respectivement, suivies de la désintégration 7°, 9, ' — 7 via "anomalie
axiale de QED (cf. section 1.3.3)!L. Dans le modéle restreint SU(3),, x SU(3)g, il est bien
connu que les contributions des poles du 7¥ et du ng se compensent exactement & 1’ordre
p?, dans le cas du processus Kg — 77, lorsque la masse du 7g est exprimée en termes de
my et de mg au moyen de la relation de Gell-Mann-Okubo. De maniére identique, dans
le modele U(3)y, x U(3)g considéré ici, nous constatons que les contributions des poles
du 70, du 5 et du i’ s’annulent exactement a 1’ordre p* lorsque les paramétres My, My
et @p sont éliminés au profit de my, mg et mo a 'aide de 1’équation (1.116) :

Fy(A) = (3.51)

M (Kg — fyfy)gﬁ = Z M (K% — P)S %ZM (P — fyfy)aﬁ

= 0. (3.52)
my —Mp O(p*)

P:WOW,W'

Insistons sur le fait que la modélisation du mélange ng-n, a l'ordre le plus bas (1.116)
est effectivement valide dans le cas présent puisque la transition P — vy est déja d’ordre
p?. Leffet dominant dans les désintégrations Kg — 7y est donc d’ordre p®, et ne sera
pas discuté ici'?. Le processus Kg — 7y, par contre, recoit la contribution suivante &
lordre p* :

2
. 0 0..\B _ o Mg — 4
M (KS — T ’)”)/)8 = _SGS;EaBpUklkaUTn%——q
) (3, = m2) (3 — 2+ )
(—4m%( +m2 + 3q2) mg +3(m2 — ¢?) (—Zm%( +m2 + q2)

(3.53)

"Notons que les processus K; — = et Kg — mmm, qui pourraient générer des effets de boucles
semblables a ceux intervenant dans Kg — vy et K¢ — 7%y, sont interdits (ou plus exactement fortement
supprimé, dans le cas de Ks — mnm) dans la limite de conservation de C'P.

'1Ces contributions anomales provenant de péles ne doivent pas étre confondues avec la contribution
directe proposée en (3.31).

128ignalons tout de méme l'extréme sensibilité de ’équation (3.52) aux masses my et m,,. La prise en
compte des masses physiques ménerait ainsi 4 une amplitude importante, quoique formellement d’ordre p®.
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avec q = k1 + ko. Cette expression originale, dérivée en théorie de perturbations chirales
U(3)LxU(3)R, a été obtenue comme précédemment en substituant les parametres m;,, m,y
et Op a l’aide de I’équation (1.116). Remarquons que ’amplitude ci-dessus s’annule pour
q* = m%, en accord avec I’équation (3.52). Elle s’annule également dans la limite SU(3)y,
comme il se doit étant donné la présence des vertex intermédiaires K2 — w0P [75].
Notons enfin la résurgence du poéle du 7 dans la limite my — oo via la relation de
Gell-Mann-Okubo dans le premier terme du dénominateur'®. Conformément & I’analyse
standard [74,76], nous appliquons la coupure ¢* > O.Qm%( dans le calcul du rapport de
branchement. Nous obtenons ainsi la valeur :

Br(KY% — WOW)qUQ@Mm%{ —6.6 108 (3.54)
pour mg = 853 MeV (6.0 10=8 pour mg = 0.95 GeV et 7.1 10~ pour mg = 0.8 GeV), en
accord avec la mesure récente de la collaboration NA48 [76] (cf. tab.5), mais sensible-
ment plus élevée que la prédiction standard, dérivée en théorie de perturbations chirales

SU(3)L X SU(3)R [74] :

SU(3)

BT(Kg' - 7r0’77)q2>0.2m§(

=3.8108, (3.55)
également compatible avec le rapport de branchement observé (notez les incertitudes
expérimentales importantes). Dans la limite my — oo, le neuviéme méson pseudoscalaire
1o est intégré, et les prédictions des théories U(3), xU(3)g et SU(3), x SU(3)r devraient
coincider, en bonne approximation. C’est effectivement ce que nous observons (avec une
erreur de 10%, probablement due a la différence entre la masse physique du 7 utilisée en
(3.55) et celle issue de I’équation (1.116)) :

Br(K§ — 1) = 42107 (3.56)
En conclusion, si le comptage en 1/N¢ est raisonnable, comme le suggérent les analyses
des sections 1.3.2 et 1.3.3, la contribution du 7, au processus Kg — 7077 via Popérateur
(3.38), loin d’étre une faible correction a la prédiction standard, est déterminante. L’amé-
lioration de la précision des mesures permettra bien entendu de départager les valeurs
(3.54) et (3.55). En ce qui concerne I’analyse de cette section, nous poursuivons avec la
valeur (3.54).

Nous sommes & présent en mesure de comparer les prédictions des différents modeéles :

exp [21] C hPTBO ¥") /exp | ADp—o/exp | AD/exp
Br(KY —7) | (2.80+0.07)10 ° 0.70 0.70 0.97
Br(KY — 79yy) | (1.41 £0.12) 106 0.49 0.80 1.10
Br(K9 —~y) | (5.9040.07)10~* O(p°) (4.5K)* (5.3k)*
Br(KY — 7%) | (4.9+1.8)10°8 1.35 (0.5k)° (0.6k)?
Tab.5

La coupure ¢> > O.Qm%( a été appliquée a tous les rapports de branchement Kg — 70yy.

13Le pole du 7°, quant & lui, est déja explicite dans 1’expression (3.53).
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Le processus Kg — v est habituellement présenté comme un test des théories de
perturbations chirales. La prédiction a I'ordre p* (3.49) est en réalité identique a celle du
modeéle phénoménologique consistant en la désintégration du Kg en deux pions virtuels
chargés via un facteur de forme constant (et non un couplage dérivatif), suivie de la dif-
fusion de ces deux pions en deux photons. Quoi qu’il en soit, amplitude (3.49) nécessite
’adjonction de termes d’ordre p® dans le cadre de 1’expansion chirale afin de reproduire
le rapport de branchement expérimental. Le modéle AD, en revanche, fonctionne remar-
quablement bien & lui seul pour ce mode.

Cette situation se renforce dans le cas de la désintégration Kg — 7097, ot 'opérateur
(3.38) ne parvient plus a rendre compte que de la moitié du rapport de branchement
observé, a I'ordre p?*, alors que 'opérateur anomal (3.31) ne rencontre aucune difficulté a
reproduire celui-ci.

Le modéle de dominance de ’anomalie de trace résiste donc a ’analyse des largeurs
de désintégration. Dans la section suivante, nous allons réaliser un test plus contraignant
de ce modele, par ’analyse du spectre de masse invariante des deux photons émis lors de
la transition Kg — 0.

D’autre part, il n’existe pas de valeur de k dans le Lagrangien (3.31) capable de
reproduire 4 la fois les rapports de branchement expérimentaux K? — 7 et Kg. — 0y
ci-dessus et 'amplification |Ag/Az| du tableau 4. L’hypothése de dominance de ’anomalie
axiale telle que formulée ici'* doit donc étre rejetée.

3.2.3 Etude du spectre K? — 1yy

De maniére générale, la transition K% — 707y peut étre paramétrisée a 'aide de deux
amplitudes invariantes, dans la limite de conservation de C'P :

o Gy N 2P
M (R (pi) = 7 (pr)1(k1)y(k2))™ = =22 | A(2,9) T5° + B (2,) —— |- (357)
K
Les structures tensorielles T B et Ty # sont définies par
TeP = Kk — (kiko)n®, (3.58)
T37 = (prckn) ks + (picks) pichy’ — (kuks) picplc — (prckn) (prck2) n*, (3.59)

tandis que les variables de Dalitz y et z s’expriment en termes des variables cinématiques
g=ki+kaett= (ko +p7r)2 de 'annexe E.5 de la facon suivante :

= (k1+k2)2: 7 y:pK(k1—k2) :m%(—Zt—qQ—l—m?r (3.60)
T om% m2’ - m? 2m? ' '

Les amplitudes de désintégration (3.46) et (3.50) considérées dans la section précédente
ne comportent pas de terme B (z,y). Un tel terme est par contre généré par les corrections
d’ordre p® invoquées dans l’expansion chirale afin de remédier au probléme rencontré a

4Nous reviendrons briévement sur les points faibles de cette formulation dans la section 3.3.



76 Chapitre 3. Opérateurs faibles anomaux induits par les quarks légers

'ordre p* [77]. Nous avons explicitement (pour comparaison avec 1'ordre p*) :

AGy) = aF (25 ) 28 s, (2) L2

= e w2) 2 1
2 2 2

agmy | 4ry z z 2. m;

R {7%(@) ( ’ %)[ #(72)]-3n g
7" (e)

8r2 o[ = z 3z z

>r o= el A B e Rl
Y [m;%* *”(4@)*%% (4)+R<4>H

tao (2= 72) + s, (3.61)
ame 492 z 2 z 1 z 2. m2
B = —LF, | — -(10—-=]|= — —Iln—
(2) A2 { z <'0<4r72r)+3 < 0 r%) {6+R 4r2 +3 nmg
+B, (3.62)

avec rr = mq/my, Ay ~ AnF; ~ 1.16 GeV et m, ~ 770 MeV. La fonction F, a été
définie en (3.51). La fonction R, quant a elle, est donnée par :

n % + iA 12/;2_1 arcsin v/ A pour A <1, (3.63)
R = \/1-1/A 1—y/1-1/A . 3.63
6+ 24 T Y <ln 144/1-1/A + m) pour A > 1.

Les amplitudes A et B indiquées ci-dessus ne correspondent pas & un calcul com-
plet & l’ordre pb. Elles contiennent la prédiction compléte de I’ordre p?, plus certaines
contributions de 1’ordre p®, supposées dominantes!®. Celles-ci sont de deux types :

(i) Les contributions des boucles de pions chargés provenant du vertex Kg — 77t~
a lordre p*. Ce dernier est déterminé expérimentalement [78] :

M (K (px) = 7 (pr)n T (p1)7~ (p2)) = Gsmiai(z) + GS% Pk (p1 —p2))*,  (3.64)

avec a1(z) = 0.38 4+ 0.13Yp — 0.0059Y, ag = 6.5 et Yo = (z — r2 — 1/3) /r2.

(ii) Les contributions des termes locaux d’ordre p®. Dans le cas présent, seules trois
combinaisons de champs de mésons et de photons interviennent. Celles-ci peuvent étre
paramétrisées par le Lagrangien effectif simplifié suivant [77,79] :

a GS ds+sd ds+sd
Lor = ky F F'r (mUT + Um) + by Fy M (DpUDPUT)
T4
2 A ds+sd
ks FL\FHe (D UD,U' + D,UD UT) } . (3.65)

“En principe, la (faible) contribution du multiplet (27z,1z) doit encore étre ajoutée. Celle-ci est
cependant négligée dans 1’analyse standard [77].
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Les couplages (indéterminés) k1, ko et k3 ci-dessus sont a I’origine des termes polynomiaux
aj, ag et B des équations (3.61) et (3.62) :

’ITLQ
a1 = F—? (4k2 —+ 2k3) ,
o3 = " (8ky — 4k + 2kg) — 0.65, (3.66)
B = "5 (—dky) — 0.13.

Les constantes de soustraction résiduelles 0.65 et 0.13 proviennent de la renormalisation
des boucles de pions du point (i) dans le schéma M S, a I’échelle m, [77]. Dans I’hypothese
de dominance des mésons vectoriels [80], les coefficients k; s’écrivent :

2 2
m m
k=0, —Kky=_——EKk,=2ay. 3.67
1 72 3 F2 2 ay ( )
Finalement, le taux de désintégration non polarisé correspondant a ’amplitude (3.57)
est donné par (¢ = /¢? dorénavant) :

2
d2r G} ) ) (m?% —t) (t+¢* —m2)
= A+BP*¢*+|B 2_ 1V K T . (3.68
dadt 8(47T)5m§(q | ¢ +|B|" | q ml (3.68)

Lors d’une expérience, le nombre d’événements attendu dans le créneau [g;, g; + Ag;]
est obtenu & partir de ce taux (aprés intégration sur t) de la maniére suivante :

N(Kg) </‘Ii+AQi dF)
N; = dq — ) a; + bi, 3.69
F(Kg) a; dq ( )

ol a; désigne 'acceptance du créneau i (qui est fonction du détecteur), b; est le nombre
d’événements parasites estimé pour ce créneau et I‘(Kg) est la largeur de désintégration
totale du K. Les analyses des collaborations KTeV [81] et NA48 [82] utilisent le processus
Kg — 7970 comme normalisation :

N(K?P) N(KY — 70x0)

— , 3.70
[(K}) T (K?— a079) a(K? — n070) (3.70)

ot N(K? — 7%70) est le nombre d’événements K9 — 7079 observé et a(K? — 7079) est
’acceptance globale pour ce mode!S. Les acceptances a; et le ‘background’ par créneau
b; n’ayant pas été publiés par KTeV, nous considérerons I'approximation a; = a(Kg —
7070) et b; = 0 lors de la comparaison avec leurs mesures!'”. Les données a;, b; et N(K?)
sont par contre explicites dans l'analyse de NA48, ce qui permet une confrontation plus
précise entre théorie et expérience. Signalons par ailleurs la coupure appliquée autour de
g = my afin d’éviter une pollution du signal par les événements Kg — 979 suivis de la
désintégration d’un des pions en deux photons.

L’analyse du mode Kg — 7%y~ dans le formalisme de I'expansion chirale peut étre

résumée comme suit :

16La contamination par des signaux parasites est cette fois négligeable.

"Le nombre d’événements attendu N; est toutefois multiplié par le facteur d’échelle N/(N — b), o
N désigne le nombre total de candidats K¢ — w9y observé par KTeV et b est leur estimation du
‘background’.
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~ ChPT(p")

L’expression (3.50) ne rend compte que de la moitié du rapport de branchement
expérimental. Ceci correspond & une erreur de 30% au niveau de ’amplitude, au
lieu des 20-25% attendus. Ce résultat, bien que mauvais, ne remet donc pas en
question la validité de I’expansion chirale. Notons que le couplage modifié G§ =
1.4 Gg permettrait de décrire a la fois la largeur et le spectre dI'/dq observés par
NAA48 (cf. fig.24). Un tel couplage induirait cependant un rapport de branchement
trop élevé pour le mode Kg — 7 (sans parler des désintégrations hadroniques). I
est néanmoins remarquable que ’amplitude (3.50) reproduise correctement la forme
du spectre.

- ChPT(p%

Les corrections d’unitarité (3.61) et (3.62) avec a1 = ap = f = 0 n’améliorent pas
significativement la prédiction du rapport de branchement. Le spectre n’est en outre
plus décrit correctement.

~ ChPT(p°) + ay

La prise en compte d’échanges de mésons vectoriels correspondant a la valeur
ay = —0.72 £0.05 £ 0.06 permet de reproduire & la fois le spectre et le rapport de
branchement observés par KTeV [81]. Ce résultat, ainsi que les prédictions d’ordre
p* et pb ci-dessus, est représenté dans la figure 21. Nous avons toutefois d adopter
la valeur ayy = —0.9 au lieu de —0.72 afin de compenser le traitement approximatif
des acceptances et du ‘background’. Les données de NA48 apparaissent significa-
tivement différentes, surtout a petit ¢2. Le spectre observé indique ainsi la valeur
plus faible ay = —0.46 £0.031+0.04 [82]. Cette valeur permet de reproduire 80% du
rapport de branchement mesuré (cf. fig.26), ce qui est compatible avec la précision
attendue de ’ordre p®.

- ChPT(pG) + kla k23 k3

Le mode Kg — 7y requiert par ailleurs un couplage k1 non nul & l'ordre p%, ce qui
implique une déviation par rapport a ’ansatz de dominance vectorielle (3.67) [79].
Or une seconde contrainte sur les k; en dehors de cet ansatz peut &tre dérivée de
la borne supérieure sur le rapport de branchement Kg — 799y obtenue par NA48
pour ¢ < 110 MeV. Le ‘fit’ du degré de liberté restant au spectre de masse invariante
correspondant suggére dans ce cas & nouveau une prédominance des contributions
de type vectoriel'8.

En conclusion, le formalisme de I’expansion chirale permet de reproduire la distribu-
tion de masse invariante des deux photons émis lors de la désintégration Kg — lyy
ainsi que le rapport de branchement correspondant, et ce de facon compatible avec la
largeur du processus Kg — 7. Ce qui a été gagné en précision a cependant été perdu
en pouvoir prédictif. En particulier, le fait que les amplitudes (3.61) et (3.62) puissent
s’accommoder & la fois aux spectres mesurés par KTeV et par NA48, alors que ceux-ci

8Signalons que I’ajustement des trois paramétres a1, o et 3 aux données expérimentales [81] et [82] a
été étudié dans les références [83] et [84], respectivement. La contrainte provenant du processus K% — 7y
n’a cependant pas été prise en compte.
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sont en contradiction & petit g2, montre le caractére limité des processus Kg — vy et
K% — 707y en tant que tests des théories de perturbations chirales.

Examinons a présent la fagon dont la prédiction (3.46) du modeéle phénoménologique
(3.31) se compare aux données expérimentales [81] et [82] :

— AD, AD,_o

Un bref coup d’oeil aux figures 22 et surtout 28 permet de se convaincre que le mo-
dele AD,,—o ne donne pas de meilleurs résultats que I’ordre dominant de I’expansion
chirale (figs.21,23), contrairement & ce qui a été observé au niveau des rapports de
branchement. Le modéle AD, quant & lui, semble effectivement meilleur. Il prédit
cependant trop d’événements en-dessous du seuil ¢ = 2m, (figs.22,27).

Or les théories de perturbations chirales définissent un cadre bien précis dans lequel
des corrections a I'ordre dominant peuvent étre apportées, alors que le Lagrangien (3.31)
ne laisse pas de place a de telles corrections (le rapport de branchement Kg — 70y est
d’ailleurs déja saturé). Le modele de dominance de l’anomalie de trace (3.31) doit donc
étre abandonné en tant qu’alternative a I’expansion chirale.

Les différents spectres discutés dans cette section sont représentés dans les figures 21 &
28. La masse invariante des deux photons ¢ est indiquée en abscisse (en GeV), tandis que
le nombre d’événements N; attendu ou observé dans le créneau [g;, ¢; + Ag;] est indiqué en
ordonnée. Les losanges (carrés) des figures 21 et 22 (23 a 28) correspondent aux données
de KTeV (NA48).
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3.3 Synthése

Dans ce chapitre, nous avons examiné les effets anomaux associés aux quarks légers
dans les désintégrations faibles des kaons. Nous avons adopté pour ce faire le formalisme
des Lagrangiens chiraux dans la limite de grand N¢.

Nous avons vu que des opérateurs |AS| = 1 contenant les représentations chirales do-
minantes des anomalies axiale et de trace de QC'D pouvaient étre générés par corrections
du Lagrangien non linéaire & une interaction faible effective de type densité.

Ceci contraste avec ’analyse effectuée & courte distance, ot seul ’opérateur d’anomalie
axiale était produit a I’ordre dominant lors de I’évolution des opérateurs faibles du Modele
Standard. Comme nous ’avons souligné, ce contraste entre évolutions & longue et & courte
distance peut étre imputé aux structures chirales différentes impliquées. L’opérateur faible
initial & la masse du W est en effet du type (8g,1g), tandis que lopérateur effectif a
basse énergie considéré ici est du type (31,3g) + (31, 3r). Cette possibilité de structures
nouvelles & longue distance est un effet de la brisure de la symétrie chirale inhérent au
processus d’hadronisation en-dessous du GeV. Le poids relatif des opérateurs anomaux
ainsi générés est par ailleurs qualitativement en accord avec celui obtenu a courte distance
a partir d’interactions effectives de méme structure chirale, i.e., (31,3r) ou (31, 3R)-

La question initiale posée dans ce chapitre était de savoir si les opérateurs anomaux
pouvaient échapper aux régles de comptage chirales, de par leur caractére anomal. Les
anomalies sont en effet des phénoménes non perturbatifs, aux effets potentiellement signi-
ficatifs. Il se peut donc que les termes des polynémes qui les représentent & basse énergie
contribuent de maniére particuliérement importante aux processus physiques.

Une amplification a effectivement été observée dans le cas de l'anomalie de trace.
Celle-ci prend cependant la forme d’un facteur m%{ /m2, et non d’un couplage anormale-
ment élevé de 'opérateur @ 47. Les effets anomaux en question s’avérent donc finalement
compatibles avec I’expansion en p?, tout en étant susceptibles de dominer les contribu-
tions d’ordre p?, et ce malgré leur suppression en 1/Ne. Si tel était effectivement le cas,
ils pourraient &tre de 'ordre de 15-20%. Notons que cette estimation est en accord avec
celle obtenue dans la référence [50] a 1’aide des régles de somme de QCD.

Aucune amplification n’a en revanche été observée dans le cas de ’anomalie axiale.

L’hypothése de dominance des opérateurs anomaux dans les désintégrations hadro-
niques et radiatives des kaons a également été envisagée dans le cadre d’un modéle phé-
nomeénologique au ‘tree-level’.

Ce modele, qui correspond a celui de la référence [9] dans le cas de 'anomalie de
trace, fonctionne remarquablement bien au niveau des rapports de branchement pour ce
qui est des effets de cette anomalie. La levée de I'approximation m, = 0 dans les parties
des amplitudes K — 7m, wwm lides & la trace du tenseur énergie-moment améliore méme
I’accord entre théorie et expérience dans le cas des désintégrations radiatives. Or le spectre
de masse invariante des deux photons émis lors de la désintégration Kg — 70y n’est pas
reproduit correctement.

Ceci n’est pas étonnant si I’on se souvient que les effets de boucles sont pris en compte
dans le modeéle considéré au travers des coefficients anomaux. Les boucles dont il est
question ici sont donc des boucles de quarks légers prises dans la limite ¢> — 0 (cf.
équation (1.68), p.17). Or l'approximation g2 — 0, qui peut s’avérer assez bonne au
niveau des rapports de branchement (comme dans le cas de la désintégration 7° — 7, cf.
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section 1.3.3), est certainement mauvaise dans le cas du spectre du processus Kg — 70yy.
L’amplitude résultante est en effet purement réelle, ce qui est en contradiction flagrante
avec 'existence de la transition Kg — 77t~ directement reliée & la partie imaginaire
de "amplitude Kg — 1y pour ¢? > 4m2 par le théoréme optique.

Le modéle de dominance de I’anomalie de trace ne doit donc pas étre considéré comme
une alternative a ’expansion chirale, mais plutdét comme un moyen de resommer les effets
des boucles de hadrons correspondant aux boucles de quarks légers u, d et s en ¢ = 0.

Ceci ne semble en revanche pas étre possible dans le cas de ’anomalie axiale. Or
la modélisation de I'hypothése de dominance est moins claire dans ce cas. Ainsi, par
exemple, seule I’anomalie électromagnétique dans le courant singulet de saveur jﬁo a été
considérée afin d’établir un paralléle avec I’anomalie de trace. Or des anomalies sont cette
fois également présentes dans les courants jis et jis. D’autre part, nous avons pris en
compte la contribution du pdle du 71, a la désintégration KT — 7+70. Sa contribution
aux désintégrations radiatives doit-elle étre également considérée ?

Soulignons pour terminer que, quel que soit le mécanisme a 1’origine de la régle
AT = 1/2 dans les désintégrations K — 7w, wm, celui-ci devrait étre & méme d’ex-
pliquer également 'amplification observée du canal AT = 1/2 dans les désintégrations
des hypérons. La fagon dont 'anomalie de trace pourrait affecter ces derniéres ne nous
parait cependant pas claire.

Nous avons par ailleurs proposé une nouvelle estimation du rapport de branchement
Kg — 70y, incluant les effets du méson singulet 7,.






Conclusion

Les effets des opérateurs liés aux anomalies axiale et de trace de QCD et de QED
dans les désintégrations faibles des mésons ont été analysés dans deux régimes extrémes :
tout d’abord lorsque les densités anomales de gluons et de photons sont générées a courte
distance par une boucle de quark lourd, ensuite lorsqu’elles sont générées a longue distance
par des corrections fortes associées aux quarks légers u, d et s. Ces derniéres ont été
décrites & ’aide du Modéle Sigma Non Linéaire dans la limite ot le nombre de couleurs
N¢ devient arbitrairement grand. Les enseignements principaux tirés de cette analyse
sont les suivants :

1.

Les effets anomaux induits par les quarks lourds dans les désintégrations faibles des
mésons B et K sont supprimés dans le Modéle Standard. Cette suppression pro-
vient essentiellement de la structure chirale des opérateurs a quatre quarks issus de
I'intégration du boson W. Dans le cas de ’anomalie de trace, une autre suppression
est produite par les symétries discrétes CPS ou C.

. Une attention particuliére accordée a 'utilisation des équations du mouvement clas-

siques dans la dérivation du théoréme de Noether nous a permis d’obtenir les re-
présentations non linéaires dominantes des opérateurs d’anomalie axiale et de trace
de QCD en dehors de la limite chirale.

. Des opérateurs |AS| = 1 contenant ces représentations peuvent étre générés par

corrections du Lagrangien non linéaire & une interaction faible effective de type
densité. Ce contraste entre évolutions a longue et & courte distance peut &tre imputé
aux effets de brisure de la symétrie chirale. Le poids relatif entre anomalies axiale
et d’échelle ainsi obtenu est par ailleurs qualitativement en accord avec celui issu
de I’analyse & courte distance pour des interactions effectives & quatre quarks de
méme structure chirale, i.e., (31,3g) ou (3, 3r).

. Les effets de I'anomalie de trace forte liés aux quarks légers sont susceptibles de

dominer les contributions d’ordre p* dans le cadre de I’expansion chirale, et ce
malgré leur suppression en 1/Ng. Si tel était effectivement le cas, ils pourraient étre
de l'ordre de 15-20%.

. Les rapports de branchement d’un certain nombre de désintégrations hadroniques et

radiatives des kaons peuvent étre reproduits au moyen de ’hypothése de dominance
des anomalies de trace de QCD et de QED. 11 semblerait ainsi que celles-ci per-
mettent de resommer les effets des boucles de hadrons correspondant aux boucles
de quarks légers u, d et s en ¢?> = 0. Une formulation plus précise de cette resom-
mation, ainsi qu'une meilleure compréhension du cas axial, serait la bienvenue. Il
serait également intéressant de savoir si une telle resommation est possible dans le
cas de processus forts ou électromagnétiques (i.e., AS = 0).
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6. L’annulation de 'amplitude de désintégration K — ~7y observée a I’ordre dominant
en théorie de perturbations chirales SU(3);, x SU(3)g se produit & nouveau dans
le cas U(3)r x U(3)r lorsque les parameétres du mélange ng-n, sont éliminés au
profit des paramétres du Lagrangien non linéaire au moyen de la généralisation de
la relation de Gell-Mann-Okubo (1.116). La raison profonde de cette annulation doit
cependant encore étre éclaircie. Une nouvelle estimation du rapport de branchement
Kg — 0y, incluant les effets du méson singulet 7, a par ailleurs été proposée dans
ce cadre. Celle-ci s’est avérée sensiblement plus élevée que la prédiction standard.

Les effets anomaux ‘mixtes’, impliquant des échelles d’énergie différentes et/ou faisant
intervenir & la fois des quarks lourds et légers, vaudraient bien entendu également la peine
d’étre analysés (et 'ont déja été par exemple dans le cas du processus B — n' X, [49]).
Leur description nécessite cependant une approche différente de ’approche opératorielle
adoptée ici.

Un autre aspect important de ce travail, sur lequel repose I’analyse & courte distance,
concerne le propagateur d’'un quark lourd plongé dans un champ de jauge (gluons et/ou
photons) classique. L’expansion en la masse inverse de ce propagateur a été calculée
jusqu’a Pordre 1/M?2.

1. Nous avons ainsi proposé une méthode simple permettant de générer de fagon systé-
matique les corrections de type pingouin & une interaction effective & quatre quarks
arbitraire, sous I’hypothése d’une saveur intermédiaire lourde.

2. Nous avons obtenu en particulier un ensemble original et consistant d’opérateurs
de dimension huit décrivant les effets du quark charmé dans les désintégrations ha-
droniques et radiatives des kaons. Un impact non négligeable de ceux-ci dans les
amplitudes AT = 1/2 requiert cependant une violation importante de la factorisa-
tion.

3. Notre méthode s’est avérée également bien adaptée a I’estimation de la contribution
d’une boucle de quark lourd a certains éléments de matrice de hadrons ou de photons
A basse énergie. Nous avons ainsi proposé un calcul alternatif de la constante de
désintégration féf) (ou plus précisément de sa partie anomale).

4. Toute interaction effective initiale comprenant un spineur intermédiaire lourd peut
étre traitée de fagon semblable, comme nous 'avons vu explicitement dans le cas
du couplage d’'un boson de Higgs léger a une densité de quarks.

En conclusion, cette étude a permis une meilleure identification du réle des anoma-
lies fortes et électromagnétiques dans les désintégrations faibles des mésons (au niveau
opératoriel), ainsi qu'une meilleure compréhension des processus impliquant 1'intégration
d’une saveur virtuelle lourde.



Annexe A

Lois de conservation classiques et
quantiques

A.1 Démonstration du théoréme de Noether
Dans cette annexe, nous nous proposons de démontrer ’assertion suivante :
0S5 =0<p* =0, (A.1)
ol 45 désigne la variation de ’action classique sous les transformations infinitésimales

(A.2)

{ zt — g/t = gt 4 P = gt — it TH

b () = Pi(') = P () + 0y (x) = Py () —ia® T,

et les densités p® sont définies par

" /oL oLr
@ = gygha -9 A A.
o= +;<8¢k “8(8@,6))1 i’ (8.9)

avec

jHa = iNYG +iTHL, Ay = TS — THY, ¢y (A.4)

Notons que A%¢;, correspond a la variation de forme du champ ¢, (toutes les égalités
doivent étre comprises au premier ordre en a%) :

$(7) = G (2’ — 0x) = @1, (2) — 020y, (2') = oy (w) — i Ay (). (A.5)

Considérons donc la variation de 'action S sous les transformations (A.2). Celle-ci
peut étre écrite comme la somme de deux termes :

5= [ d k() Qi (@) — [ d'aLdn(a),Bubnl@) = b+ Da,  (AS)

J D!

correspondant aux variations de forme et d’argument des champs ¢y, :
Ap = /D d'z L(¢}(z), udi(w)) — /Dd43v L(x(x), 0uhin (7)), (A7)
Ny = / d4$’£(¢;c($/)a6L¢;c($/)) - / dra £(¢;c($)aau¢;c($)) (A8)
JDr I
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Le développement de la densité lagrangienne L(¢)(z),du¢)(z)) autour de ¢y (z),
Ou¢y(x) au premier ordre en a® dans Ap implique, a 'aide de 'équation (A.5) :

p=—io® [ dta [acbk 59+ grarary e (490 (A9

c.-a-d., aprés intégration par parties :

p=iat [ d Z[(@m Waiay) o O (e oe) | (40

D’autre part, un changement de variable dans le premier terme de /A 4 donne :

ox’'
/D A" L(G(21), 0¢1(2")) = | / d*z det [ 5z } L(¢y(x + 0z), (x4 6x)).  (A.11)
Le jacobien de la transformation s’écrit, au premier ordre en a®

det {gﬂ =14 9,(62") = 1 — ia® 9, rhe. (A.12)

Nous avons donc, & cet ordre :

Ap = —ia® . /D d*z [0, L($}(2), Qui(w)) + 7' OuL($h(x), udi(x))],  (A.13)

ou encore :

Ay = —ia® / d*z 9, (th°L). (A.14)
JD
Finalement, les équations (A.10) et (A.14) impliquent :
68 = —ia® | / [ (Z 500 A%k + "ac)

n oL\ ..
+3 (56~ 2 ¢k] | (A1)

k=1

c.-a-d.
08 = —a” / d*z p°. (A.16)
JD
L’invariance de I’action S pour tout domaine D est donc bien une condition nécessaire et

suffisante 4 I’annulation de la densité p®. Dans le cas particulier ot les champs ¢, satisfont
les équations du mouvement classiques, ceci revient au théoréme de Noether :

Bugh ‘L 0, (A.17)
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A.2 Démonstration des identités de Ward
Démontrons & présent les identités de Ward brisées (1.28) :

Ao (31 (2)B(21).--P(m)) = (p*(@)p(21)--B(Tm))
+ 3071 00 (@ — ) (9(21).. AP(i).- b (@),

ol nous avons considéré un seul type de champ ¢ pour simplifier.
Nous aurons besoin de la généralisation de I’équation (A.16) au cas de symétries
locales :

(A.18)

55—~ /D d'z (9,0%(x) # + a®(z) o). (A.19)

Celle-ci s’obtient par des manipulations analogues & celles de la section précédente. Les
contributions & §S provenant des variations de forme et d’argument du champ ¢ sont
cette fois données par :

Ap=—i /D dte {a“(m) (g—g _ aﬂ%jﬁ» A% 18, <a“(x) y (‘Zf S Aaqsﬂ . (A.20)

Ap=—i /D d'z 9, (a%(z) ML), (A.21)

ce qui mene directement a l'identité (A.19).

Effectuons le changement de variable ¢(z) — ¢'(z) = ¢(z) — ia%(z) A%p(x) dans
Pexpression (1.23) de la fonction de corrélation (¢(x1)...¢(xy,)), en supposant 'invariance
de la mesure d’intégration fonctionnelle, i.e., Dp= D¢’ :

/ D d(31)...0(wm) €5 = / DY [¢(21) + i (21) A%(1)] ...

o [F (@m) +ia () AP(zm)] €. (A.22)

Le facteur de normalisation ainsi que la limite 7" — oo(1 — ie) sont sous-entendus. La
variable d’intégration de la fonction de corrélation du membre de gauche peut étre re-
nommée ¢'. Nous obtenons ainsi, a I’aide de I'identité (A.19) :

/' DY ¢ (1) d (@) € = / DY [¢(21) + ia(@1) A%(z1)] ...
o [0 (@) + 10 (@) A% (Tm)] oS i [ dz(Buat (@) 34 +a(z) p*) (A.23)

Le développement de cette équation au premier ordre en a® donne, aprés une intégration
par parties (le terme intégré s’annule pour a®(xz) = 0 a 'infini) :

0 — /d‘*ma(x)Z(s(@(x—xi) /Dqﬁ'q’)’(wl)...A“qb'(:vi)...d(a:m)eisl
- [dtsat(o) [ D8 0,5(@) 8 1) (am)

+ [ dizat(a) [ DY (@) 600 0m) € (A.24)

Le parametre a®(z) étant arbitraire (excepté a l'infini), ceci démontre la relation recher-
chée.






Annexe B

Le propagateur en champs
externes d’un quark lourd

Cette annexe est consacrée a la démonstration des équations (2.13) et (2.14).
Commencons par exprimer le propagateur d’un quark lourd plongé dans un champ de
gluons classique A, = A7 \"/2 de la maniére suivante :

1 . _
(P_M)Iy = (i§+gsA— M),

1
= /d4z(z$ M), (1+gsA(w‘9 M)~ ) : (B.1)

2y

Un développement en série de perturbations en g5 donne :

(1+gaio-) " =3 ((—gsm ; @iM)n- (B2)

n=0

Le propagateur ci-dessus peut donc étre réécrit : (P — M );yl =3 o Tn avec

o= [ () _(Codigar) ®.3)

ou, aprés un ensemble de transformées de Fourier :

“dp [ dRy “dfk, 1 ~ 1
n 7} 1 1 (—gsA(k1)> B TE—
em)* ) (2m)* ) @em)*P-M =k —M
— 1 . .
(oA emieDilhitothy (B4
(mos k) =1 (B.4)
Nous effectuons & présent une série de translations :
I T
— B.
oul kOp = k* 61 Le terme générique T,, devient :
dip erle—y) 1 ~ . 1
T, = (— A(k; )e*’“fapeﬂkﬂ— . B.6
et MH[ g A1) —l ®9)
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Les intégrales sur k; sont données par :

d*k; -~ kO —iks i .
(27r)]4 <_gsA(kJ)) e kifPe Y = eI (—g, A(y)) = —gs Aly —idp)  (B.T)
avec Opdy = ]%%. La dérivée par rapport & y n’agit que sur le champ de gluons qui suit

immeédiatement. Nous obtenons ainsi :

T — ﬁﬂ[_ Aly — ip) B (B.8)
") et e TR Ty |
Resommant la série, nous arrivons & ’expression formelle :
< : ) -/ = i (B9)
Pour y = x, ceci donne successivement :
( 1 ) _ d*p 1
P -M Tx . (277')4 ¢+ gSA(:C - Zap) -M
d*'p  iopon 1 oi0poz
J (2 P+ gsAlx) — M
_ d*p 1
J @)t p—id+gsA(x) — M
d*p 1
= , B.10
)t P+ Pe — M (B-10)
ce qui permet d’obtenir la série alternative (2.13) : (P — M) ! = > o Sn avec
“dp 1 1 1"
Sp = / —— (= P)— - B.11
[ oty |C Py B.11)



Annexe C

Base d’opérateurs AS =1 de
dimension huit

Dans cette annexe, nous consignons pour information une généralisation de I’ensemble
(2.38) au-dela de 'approximation & une boucle :

) = idy, [D°Gpua, GH] 3,51
§) = idp [Gla, D°G] 3,51
:(1,8) =dg {DQGW, é“”} V5L
® =14, {GW, Daé#V} v,51
® =4, D*D,D" G, sy,
¥ =L {P,GuG™) st
QP = 4L (PG uaG™ + GG o P Yy, 51
=y, [P, G G* ”] sL
® = i, (PG uaG” — G Gue P¥)y, 51,
®) _ jdp (PG G — CuaGH o)y, 51
&) = 4, P* DG Par” s,
) = @ (PO DG PP + PHD G P)ys,

Q) = dp(P*DFGuo Py + P,D G0 P*) sy,



94 Annexe C : Base d’opérateurs AS = 1 de dimension huit

gi) = EL {Pav {Pa, {Pﬂ, élﬂj}}} ’YVSL
®) — {d, (P DyG P* — PEDLG , P*)Y sy,
QW = idr(PaGusGh — G4GLusPa) e 0y;5,

®) — id, P,DG,e Py e 0ygs
(C.1)

Ces 17 opérateurs sont obtenus en imposant 'invariance sous transformations de Lo-
rentz et sous CPS aux différentes contractions possibles du terme générique invariant de
jauge :

dLPﬂ1Pﬂ2PH3PH4PIL5’YVSL’ (02)

issu (par exemple) de 'intégration du quark charmé dans une interaction effective a quatre
quarks du type (dI'Ac)(eI'Bsy). Les symboles T'48 désignent comme précédemment des
produits de matrices de Dirac. La présence d’une seule matrice " est liée aux décompo-
sitions (2.22) et aux chiralités des spineurs extérieurs. Les identités de Bianchi

DQG[LZI + DuGau + DuGua = 07 (03)

ainsi que l'identité dérivée D#é"” = 0, ont par ailleurs été utilisées.

La base ci-dessus a été choisie de facon a ce que les dérivées impliquées agissent sur un
seul champ de quarks ou de gluons (éventuellement a une dérivée totale pres). L’opérateur
ELGW PGH sy, par exemple, n’a pas été retenu comme vecteur de base.

Dans 'approximation & une boucle, seuls les opérateurs exempts de dérivées sur les
spineurs extérieurs survivent étant donné le réle central joué par le propagateur en champs
externes du quark lourd. L’ensemble réduit (2.38) est ainsi retrouvé.



Annexe D

Le Modéle Sigma Non Linéaire a
une boucle

Considérons les corrections & une boucle, & I'ordre p*, au Lagrangien non linéaire
(1.90). Nous n’allons toutefois qu’esquisser les étapes importantes de leur dérivation.
Pour plus de détails, nous renvoyons a 1'un des nombreux articles sur le sujet [20]. La
matrice m sera notée m afin de faire le lien avec ’analyse du chapitre 3.

Commencons par introduire un champ classique U dans le Lagrangien L7 au moyen
de la substitution :

U—UU. (D.1)

L’action effective I' s’exprime en termes du Lagrangien £
suivante :

IJVZ ainsi obtenu de la maniére

) (D.2)
1PI, connecté

ol k est un facteur de normalisation et les champs pseudoscalaires % sont ceux associés a
I’exponentielle U. A une boucle, seuls les termes quadratiques dans les champs quantiques
©® contribuent a 1’équation ci-dessus. L’action effective correspondante s’écrit ainsi :

Arﬁﬂ“ﬁz—nn<k/imﬂé%> (D.3)

ou la forme quadratique S, est donnée par

1
Swz/ﬁ%{_?ﬁ<ﬁwwﬁ+wﬂ¢% (D.4)
avec

dg = 69, — 3 Tr (A", N U9,T") (D.5)
o =L r ({3, X}r (MU' + TR
1 a 779 77| [vb 7749 77t 2 £a0 cb0 (D-6)
+1 Tr([/\ ,Ua,,U] [A ,T0,U ]) 3 §906%0,

L’intégrale (D.3), de type gaussien, est égale au rapport de déterminants fonctionnels
suivant (fixant ainsi le facteur de normalisation k) :

AFWWM>4mQﬁa@wm/¢®uw@+@>, (D.7)
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ou encore, a I’aide de la relation bien connue det A = exptrin A :

ar[m)® =2 / dc Tr (z[In (d*d, + o) — In (9*8,)| z) . (D.8)
Le premier terme de I’'élément de matrice ci-dessus, régularisé par coupures, est explicité
a ’aide de la méthode des noyaux de chaleur :

© dr je €T
H =_ - 2
( In(d"dy +0)|z)|, ./1/A2 P pE (ao(z) + a1(2)T + az(z)T* + ...)

4

_ ﬁ (%ao(:p) + Aai(@) +1In (12—22) aQ(x)> .. (D.9)

ol A et e désignent les coupures ultraviolette et infrarouge, respectivement, et les coeffi-
cients de Seeley-DeWitt a; sont donnés par :

@@ = 5 @)= o,
. o? 1 o1 ab
#@) = (et ¢+ gidaital) . (D0

Les coefficients d’ordre supérieur n’ont pas été pris en compte car leur contribution est
d’ordre pb. Le second terme de ’élément de matrice (D.8) est égal A la partie propor-
tionnelle & ag du premier terme. En conséquence, les divergences A* s’annulent et il nous
reste :

1 _ 4 1 2 A?
AT W}p‘* = ./d T SIeTSE {A Tr(a1) +1n <8—2 Tr(az) ¢ - (D.11)
L’évolution & une boucle, & 'ordre p*, de I'opérateur densité (3.7) s’obtient immédia-

tement par extraction de la partie d’ordre Gp des coefficients a; et as ci-dessus. Seuls
Tr (o) et Tr (0%/2) contribuent. Les identités suivantes s’avérent utiles :

Tr(A\*A)Tr(\*B) = —;Tr (A)Tr(B) +2Tr (AB),

Tr ({)\“, /\b} A) Tr ({/\‘1, )\b} B) %TT (A)Tr (B) + %TT (AB),
Tr ({/\‘1, )\b} A) Tr ([/\‘1, Bl [Ab, BD — 1677 (AB)Tr (B) — 24Tr (AB?)
—8Tr (A)Tr (B?), (D.12)

pour des matrices A et B 3 x 3 arbitraires et a =1, ..., 8.
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Formules utiles

E.1 Les matrices de Gell-Mann et de Pauli

Les générateurs infinitésimaux de SU(N) satisfont les relations de commutation sui-
vantes :

[t2, 7] = ifabete. (E.1)
Dans la représentation fondamentale, leur normalisation est fixée par la relation :
{t, 1%} = 6%y un + dabete. (E.2)

Les constantes de structure f%¢ ainsi que les coefficients d¢ sont définis par les équations
ci-dessus. La combinaison des relations (E.1) et (E.2) implique, pour les générateurs
infinitésimaux de la représentation fondamentale :

tatb — ﬁdableN + %dabctc + %'fabctc_ (E3)
Notons encore 1’'identité :
1 1
()i () = 5 <5il5kj - N‘SU(S“> - (E4)

Dans le cas N = 3, les matrices de Gell-Mann peuvent é&tre choisies comme généra-
a . .
teurs : t¢ = % Ces matrices sont au nombre de huit :

010 0 —i 0 1 0 0
AM=110 0 XN=1|i 0 0 NM=10 -1 0

000 0 0 0 0 0 0

00 1 00 —i 000
M=10 00 M=[00 0 MN=10 01 (E.5)

100 i 0 0 010

00 0 10 0
ANM=100 —i] X=L1[0 1 0

3
0 i 0 f00—2

Les matrices de Pauli correspondent au cas N = 2. Elles sont au nombre de trois :

A=) = (0 ) () o
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E.2 Les matrices de Dirac

Nous n’allons pas revoir ici toutes les identités impliquant les matrices de Dirac. Nous
renvoyons pour cela par exemple a la référence [10]. Notons simplement la décomposition
suivante des produits 7, ...y, sur la base de Clifford (0ag = % [Vas v5]) [56] :

7;41 ---7,um = au1~~~Mm1 + aﬁl...umfyﬁ + aﬁf..umaaﬁ + agul...um7575 + A5y i, V5 (E7)
avec

aglwm = 3T (Y Yy ) agﬂl'“um = 3T (Y, Yy, V5)s

Au,..u,, = zllT’r(fYyl'"Fme’yﬁ)a a5u1...um = _%T’r(’y#l""y#m’yﬁ’)%)' (ES)
feY

Quy.op, = %TT(’Yyl---Vu O-aﬁ)a

m

Cas particuliers :

T Ypo = Mpypy = iy
= - + +ie p
Ty Vo Vg Murno Vs — Tuyps Ty T Mugps Ty papopsBY V5
Vi Yo Vs Vg = MugpoTpapg ™ Mg paMuopy + My paMpops — WCpnipopzng Vs

+z(n#1H2 Oigpg + nulﬂga#Ql"Al + nlllll40-/"3/~"2
+77#2H30ﬂ4ﬂ1 + 77#2#4UN1#3 + 77,113#40-#2“1)' (Eg)

Notons également les identités de Fierz suivantes [85] :

@) @) = (@00 @e0) + 507,00 @0 )
+%(?117M75q4)(637“75q2) + (317594) (G37592), (E.10)
@02) @sas) = (@100 @:02) — @17, @) + 5 (@10,00) @0 32)
@590 @ v5) — §(@17500) (@3 752). (B11)

Celles-ci tiennent compte du caractére anticommutatif des champs fermioniques.

E.3 Intégration sur les moments

Passage dans I’Euclidien lors d’une régularisation par coupure :

xO = m:4E‘ bo = _ip4E AO(x) = _ZAf(xE) ’79 = V)/}E‘ (E 12)
x) = al pj =1y Aj(z) = AP (zp) ¥ =g
Intégration en d dimensions, pour n pair :
/ ddq p,E q#l___qﬂn _ 7 T (a — ’I’L/Q - d/2) [LE Z (nullLZ nunilun + )
. (27T)d (q2 _ m2)a (47T)d/2 T (a) (mg)a—n/2—d/2 277./2 perat

(E.13)
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E.4 Intégration sur les parameétres de Feynman

Notons ici les intégrales sur les paramétres de Feynman rencontrées lors du calcul des
trois types de boucles suivants, pour des processus radiatifs : les boucles de particules
scalaires ou pseudoscalaires avec un facteur de forme constant (F,, cf. fig.29), les boucles
de fermions avec un facteur de forme scalaire 1 (Fy, liées &4 ’anomalie de trace, cf. fig.30) et
les boucles de fermions avec un facteur de forme pseudoscalaire 5 (Fys, liées & ’anomalie
axiale, cf. fig.31) :

7ok
1 <"k,
1 k
Fig.29
Fy(A)

dy
<arctan ——
- /A~ (E.14)

! 1=z 9(1 — 4ay)
A= e |
2
1+(1-4%) <arctan \/1—) pour A <1
1/A-1
_ (E.15)

2
_lq_1 loyizyA L,
1—-;(01 A)(lnH\/m—i—m) pour A > 1

1—x 2
2

- <arctan A 1> pour A <1 (E.10
L1 (g 12V/IZ1A '
7 < — 1/A+z7r> pour A > 1

Le moment incident ¢ et la variable A sont liés par : A = ¢2/4m?, ot m désigne la
masse de la particule virtuelle. Les continuations analytiques ont été définies par le plan
complexe supérieur.
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E.5 Largeurs de désintégration

Le taux de désintégration différentiel d’une particule de masse M, au repos, en n corps
de masses m; et d’impulsions p; = (E;, p;) est donné par

1
3T = 7 IM|? &, (E.17)

ot M désigne 'amplitude de Feynman associée au processus tandis que 1’élément d’espace
de phase & n corps d®"®,, est défini par

I G A A
d" @, = (2m)" 6(P — > pi) |1 (E.18)

=1 i=1 (271')3 2F;’

avec P = (M,0).

Espace de phase & deux corps

Dans le cas d’une désintégration en deux corps, le facteur d’espace de phase devient,
apres intégration sur p, puis sur |p;| au moyen de la fonction delta :

9 1 mi1 + mo 2 mi1 — Mg 2

avec d{21, ’élément d’angle solide de la particule 1.

Pour des particules de spin nul, ou aprés moyenne sur les spins initiaux et somme sur
les spins finaux, 'intégration sur les angles donne simplement un facteur constant 4. Par
conséquent :

1 2
I = o IMP,, (E.20)

1 m1 4+ ma > my —ma >

Espace de phase a trois corps

avec

Dans le cas d’une désintégration en trois corps, le facteur d’espace de phase s’écrit,
aprés intégration sur quatre des neuf degrés de liberté initiaux au moyen de la fonction
delta :

1
d®®3 = ————dEdE>dad(cos 8)dry. E.22
3 3 @n) 1dE2dad(cos B)dry (E.22)

Les angles «,(3 et -y spécifient les orientations des moments finaux pour Fj o fixés.

Dans le cas de particules scalaires, ou lorsque ’on considére un taux de désintégration
non polarisé, 'intégration sur les angles résulte en un facteur constant 872 et la largeur
différentielle devient :

1 —
d’T = — |M|2d%d E.2
avec
d*®5 = 1 sdE1dE; = 1 - 1 Sdmiydms, mZ = (pi +p;)°. (E.24)
4 (2m) (2m)” 16M
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Pour m2, fixé, les bornes d’intégration sur m3, sont données par :

2
(mgs)min (E2 + E3 <\/E§2 —mZ+ \/E - m3)

) (E.25)

avec B3 = (m2y —m? +m3)/2mqa et B3 = (M? —m3y —m3)/2myo.
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